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2 MATEMATICAS EN LA FRONTERA

Segin Galileo Galilei, las Matematicas son el lenguaje en el que esta escrito el universo
y, por tanto, constituyen el instrumento mediante el cual podemos comprender los fendmenos
naturales, analizando y buscando pautas entre millones de datos, construyendo modelos que simu-
len la realidad permitiéndonos conocerla y aprender a controlarla a nuestro servicio. Podriamos
decir que las Matematicas son, en este sentido, una tecnologia clave.

En un contexto histérico, la evolucidn de las Matematicas ha sequido un camino lento y
no lleno de dificultades, en ocasiones por la propia naturaleza de éstas y, en otras, por la nece-
sidad de recursos que en la época eran inimaginables. De forma exponencial, las Matematicas
han experimentado un profundo cambio en las Gltimas décadas, debido fundamentalmente a la
aparicion de los ordenadores como instrumentos cotidianos. La actual potencia de célculo de cual-
quier ordenador de mesa o portatil los ha convertido en aliados perfectos en las tareas de los mate-
maticos. Simulaciones que eran imposibles hace no muchos afios estan ahora al alcance de cual-
quiera, con multitud de paquetes informaticos accesibles. Para simulaciones mucho mas comple-

jas, los grandes ordenadores son la solucion.

Estos cambios han colocado a las Matematicas en un nuevo paradigma. Ya no se usa sélo
el lapiz y el papel; a la capacidad del pensamiento afadimos ahora la capacidad de calculo. Y
son estas nuevas condiciones las que permiten la interaccion de las Matematicas con el sistema
de I+D+i y sus aportaciones a la Sociedad de la Informacion.

Hasta hace muy poco, los matematicos espafoles y en particular los madrilefios no han
comenzado a adentrarse en este nuevo mundo que se abre por delante. Para conseguir una autén-
tica transferencia del conocimiento matematico a los sectores tecnolégicos, productivos y finan-
cieros, los matematicos necesitan ser conscientes de las nuevas oportunidades. Esta recopila-
cion de articulos va en esa direccion: matematicos de gran valia han reflexionado sobre sus res-
pectivos campos de trabajo, intentando dar una panoramica de las Matematicas del siglo XXI, iden-
tificando los grandes problemas y mostrando los campos que estan esperando para su desarrollo.
En definitiva, mostrando el futuro de esta apasionante ciencia que son las Matematicas.

Esta coleccion de articulos acompana al informe que la Comunidad de Madrid solicité a
la Universidad Autonoma de Madrid sobre la posible creacion de un Instituto de Investigacion
en Matematicas en la Region Madrilefia, y en el que los editores de este documento han creado
un Grupo de Trabajo encargado de su redaccion. Este Instituto constituye un nuevo instrumento
imprescindible para poder afrontar nuevos problemas en el campo de la transferencia de la inves-

tigacion. Ambas iniciativas se complementan asi de una manera natural.



Finalmente, queremos agradecer a los autores por su disponibilidad y excelente trabajo
panoramico. También a la Comunidad de Madrid y a la Universidad Autonoma de Madrid por dar-
nos la oportunidad de afrontar este ejercicio prospectivo. Esperamos que el mismo sea (til tan-
to para los gestores en su tarea de toma de decisiones, como para los matematicos y cientificos
en general que quieran acercarse a las fronteras de las matematicas y algunos de sus retos futu-

ros mas estimulantes en su interaccion con otras ciencias y con el tejido I+D+i en general.
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Abstract

In this note we discuss several examples that will hopefully show the fruitful interplay that
exists between three areas of mathematics, namely Partial Differential Equations, Differential Geo-
metry, and Analysis. We first give a quick description of what the aims and methods of each area
are, and next we present a few examples of how a problem arising in one of these areas can be
solved by using results and tools from another area. Among the examples we discuss are the
minimization of the area of surfaces with a given boundary, the Poicaré conjecture, the heat equa-
tion, and some problems of nonlinear analysis including part of my recent research.

Introduccion

Una gran parte de los fendmenos de la fisica, la quimica, la biologia y otras ciencias, asi como
multitud de problemas muy relevantes en ingenieria, pueden modelizarse y tratarse mediante el
uso de ecuaciones diferenciales (ya sean éstas ecuaciones diferenciales ordinarias, EDOs, o en deri-
vadas parciales, EDPs). Una ecuacidn en derivadas parciales es una ecuacién que depende, en gene-
ral, de varias variables numéricas x,, x,, ..., t (que pueden representar, por ejemplo, dimensiones
espaciales o temporales), asi como de una funcién u y de sus derivadas parciales, hasta un orden
m, respecto de dichas variables,

k
99U h<m
8Xj1 --'ank
Por ejemplo, la ecuacion de Schrédinger que gobierna el movimiento de una particula en la
mecanica cuantica es la siguiente ecuacion en derivadas parciales:

(1) u .
¥=7AU,
donde A Py Ru Fu
YT o

(la funcién |u(t, x, y, 2)|? nos da la densidad de probabilidad de encontrar a la particula en el
instante t y en la posicion (x, y, z); es decir, si £ es una regién del espacio R3 entonces
J: lu(t, x, y, z)|?0xdydz es la probabilidad, en el instante ¢, de encontrar a nuestra particula
en la region E).

Otro ejemplo muy familiar es la ecuacion del calor

(2) du
¥= AU
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cuya solucion u(t, x, y, z) idealmente nos daria la temperatura en el instante de tiempo ty la
posicion (x, ¥, z). A las ecuaciones de este tipo, para que la solucién pueda estar determinada,
se les suele afiadir una condicion inicial, que no es mas que una funcion uy(x, y, z) que describe
la situacion en el instante inicial t = 0, es decir, se supone que u(0, X, ¥, z) = uy(x, y, z). Un ter-
cer ejemplo clasico es el problema de Dirichlet

(3) Au=0enQ,yu=genoiQ,

donde Q es una region del espacio, y 9Q es su borde; esta ecuacién aparece, por ejemplo, como
el estado de equilibrio de la funcion de temperatura u(t, x, y, z) de (2), esto es u(x, y, z) =
lim,__ u(t, x, ¥, z), bajo la suposicion de que en el borde de Q la temperatura u(t, x, y, z) se
mantiene constante en el tiempo (por accién, por ejemplo, de un sistema calefactor y refrigera-
dor). Conviene observar que en (3) no se especifica una condicién inicial, sino una condicién de
frontera, es decir, se presupone conocida la solucion del problema en el borde del recinto donde
trabajamos y a partir de este dato y de la ecuacion que gobierna el problema se espera poder encon-
trar la solucion en cualquier punto del interior del recinto.

La geometria diferencial es la parte de la geometria que se ocupa de estudiar las propiedades loca-
les y globales de las curvas, las superficies y, en general, las superficies de n dimensiones que
son suaves, esto es, localmente aproximables por superficies planas de la misma dimension. A
estas superficies suaves se les llama variedades diferenciables. Cuando en cada espacio tangente
a cada punto de una de estas variedades hay definido un producto escalar de modo que al variar
el punto este producto escalar varia con regularidad, se dice que la variedad tiene una estructu-
ra riemanniana. En las variedades de Riemann la distancia entre dos puntos viene dada por la
longitud de curvas geodésicas, que son las que tienen longitud minima de entre todas las curvas
que unen dichos puntos dentro de la variedad. Esta disciplina tiene también, por supuesto, muchas
aplicaciones fuera de la propia matematica: quizas una de las mas famosas sea proporcionar a
los fisicos el marco en el que la teoria general de la relatividad se desarrolla (en esta teoria se
supone que el universo es una superficie tetradimensional curva, es decir, una variedad diferen-
ciable de dimension cuatro, con una métrica semiriemanniana).

Finalmente, el analisis se ocupa del estudio de las propiedades de las funciones y de los espacios de
funciones, asi como de las operaciones y operadores entre estos objetos. Por ejemplo, el analisis armo-
nico estudia entre otras cosas como expresar una funcion dada como una suma infinita (o también
una integral) de ondas de diversas frecuencias; una de sus muchas aplicaciones es por ejemplo el
permitir resolver EDPs como la ecuacion de Schrodinger (1). Por su parte, el analisis funcional con-
templa todas las funciones con alguna propiedad comin no de manera aislada, sino dentro de un
mismo espacio, y se ocupa de estudiar las propiedades de dicho espacio y de las funciones de funcio-
nes (esto es, funcionales y operadores) definidos sobre tal espacio. Las funciones pasan asi a ser
consideradas como puntos de un espacio vectorial mas grande. Por ejemplo, si se considera el espa-
cio de todas las funciones f definidas sobre un abierto Q de R" cuyo cuadrado es integrable, se obtie-
ne un espacio de Hilbert L2(Q) en el cual la distancia entre dos funciones f y g viene dada por
/Jo|f - g]?. Este espacio no puede identificarse a ningtin R, porque es un espacio vectorial de dimen-
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sion infinita: no existe ningln subconjunto finito de funciones de L2(Q) con la propiedad de que cual-
quier otra funcion de L?(Q) pueda expresarse como combinacién lineal de dichas funciones. Sin embar-
go, si que existen bases infinitas: por ejemplo toda funcién de L?(0, 1) puede expresarse como una
combinacion lineal infinita de funciones ondulatorias de la forma sin znx y cos znx, con n € Z (lo
que hace que este espacio sea uno de los marcos naturales en los que se desarrolla el analisis armo-
nico). Un ejemplo de un problema tipico del analisis funcional es el de encontrar el minimo de un
funcional (funcién de funciones) definido sobre un espacio de Hilbert, con ciertas restricciones (en
efecto, puede demostrarse que resolver el problema (3) equivale a minimizar un funcional definido
sobre un cierto espacio de Hilbert; ver el primer ejemplo de la siguiente seccién).

Mas en general, los espacios de Banach son espacios de funciones de dimension infinita en los
que la distancia entre dos funciones viene definida por una norma que no necesariamente provie-
ne de un producto escalar, y los espacios de Fréchet (esenciales para desarrollar rigurosamente la
teoria de distribuciones, que son funciones generalizadas que permiten resolver problemas en los
que los datos o soluciones no son lo suficientemente regulares, y a su vez definir rigurosamente
espacios como los de Sobolev que permiten tratar muchos problemas de EDPs), son espacios de
dimension infinita en los que la distancia entre dos de sus elementos viene dada por una familia
infinita de seminormas. Tampoco los espacios de Hilbert y de Banach son objetos cuyo interés se
reduzca al ambito puramente matematico: por ejemplo, el espacio de Hilbert es una herramienta
esencial para formular y tratar matematicamente la teoria fisica de la mecanica cuantica, y los espa-
cios de Banach tienen importantes aplicaciones en economia y otras ciencias.

El proposito de este articulo es mucho mas modesto de lo que su titulo sugiere, y que daria para
una obra de varios volimenes. No pretendo dar una vision panoramica del estado actual de las
investigaciones matematicas que se encuentran en la frontera del analisis, la geometria diferen-
cial y las EDPs. Sencillamente deseo poner de manifiesto, para un lector con una buena forma-
ci6bn matematica, pero no necesariamente matematico profesional, la profunda interrelacion que
existe entre estas areas de las matematicas, para lo cual discutiremos varios ejemplos que mues-
tran cdmo los problemas de cada una de estas disciplinas motivan nuevos problemas relaciona-
dos en otra de las disciplinas y como también un avance en cualquiera de estas areas significa
una mejora en las otras. Por supuesto la seleccion de ejemplos es forzosamente muy limitada, y
en la exposicion incurriré a menudo en simplificaciones abusivas.

Ejemplos y discusion
Comencemos por explicar la relacion entre dos de los ejemplos clasicos citados en la introduccion.

El problema de Dirichlet. Una solucién y una aplicacion.

El problema de Dirichlet (3), que como ya comentamos mas arriba puede describir el estado de
equilibrio (en tiempo infinito) de una solucién de la ecuacion del calor que es independiente del
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tiempo en la frontera del recinto Q, puede resolverse con ayuda del analisis funcional como
sigue. En primer lugar, se observa que el problema (3) equivale a resolver el siguiente problema:

(4) Au=fenQ,yu=0enoiQ.

En efecto, si sabemos resolver este problema, entonces elegimos G una funcion definida en Q tal
que G =g en 9L, definimos f = - AG, y encontramos una ((nica) funcién u que resuelve (4). Enton-
ces la funcion u+G resuelve (3) (y es la Gnica funcién que lo hace). En segundo lugar, no es dificil
demostrar, usando integracion por partes, que (4) equivale a resolver el problema de minimizacién

®) min T(u)

u=0en Q2

donde T : H = R se define por

()= fJ(%f * (g_;) (1 + 2u(xy,2)x.:2) ety

y H=HY(R3) es el espacio de Sobolev de las funciones cuyas derivadas parciales de primer orden
estan en L2(R3) (el espacio H}(IR3) es otro espacio de Hilbert).

La restriccion u = 0 en dQ de los problemas (4) y (5) puede interpretarse del siguiente modo:
u € H; (Q), donde H; (Q) es el conjunto de todas las funciones que son limites en H'(R?) de
funciones diferenciables de orden dos y que se anulan fuera de Q. De esta manera H; (Q) es un
subespacio cerrado del espacio H*(IR3) y es por tanto también un espacio de Hilbert, y los pro-
blemas (4) y (5) son ambos equivalentes a

© min, T(w)

Puede verse facilmente que el funcional T es estrictamente convexo, y esta acotado inferiormen-
te. Por su parte, el espacio H] () es un espacio de Hilbert, y estos espacios tienen la propiedad
de que todo funcional estrictamente convexo acotado inferiormente alcanza su minimo en un
nico elemento. Se concluye asi que existe una (nica solucién al problema de Dirichlet (3). Ver
[22] para mas detalles.

En este ejemplo vemos como el analisis funcional resuelve un problema de EDPs que tiene una
interpretacion fisica concreta. El procedimiento seguido (relacionar un problema de EDPs con la
minimizacién de un funcional) es tipico del cdlculo de variaciones, disciplina en la frontera del
analisis funcional y las EDPs.

Pero, a continuacién, veamos también como la solucion de este problema de EDPs permite a su
vez resolver un problema puramente matematico, de anélisis complejo.
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Sea Q un recinto abierto y acotado del plano complejo C = R? con una frontera regular 9Q. Supdn-
gase que Q es simplemente conexo, de modo que 9Q es difeomorfo a una circunferencia. El teo-
rema de la aplicacion de Riemann dice que, dado cualquier p € Q, es posible encontrar una apli-
cacion holomorfa @ y con inversa holomorfa que transforma Q@ = QUAQ en el disco unidad
cerrado D ={z € C : |z| = 1} y que lleva el punto p al punto 0. Este importante resultado de
analisis complejo puede demostrarse apoyandose en el problema de Dirichlet como sigue. Por la
discusion anterior sabemos que existe una (nica solucion u(z) = u(x, y) al problema de Dirichlet
siguiente:

(7) Au=0enQ,yu=-log|z-p|enai,

Consideremos la funcién v : Q — R definida por

z( Qu u
v(2) =~/; (-de+ §dy>

donde la integral se realiza a lo largo de cualquier camino que una p con z dentro de Q y sea
independiente de dicho camino. La funcién de Riemann @ se puede definir entonces por

(I)(Z) - (Z _ p) eu(z)+iv(z);

puede comprobarse que @ lleva Q en D y es holomorfa con inversa holomorfa; ver [24, p. 324]
para mas detalles.

Pasamos ahora a considerar la solucion, mas reciente, de un problema también clasico, como es
el de encontrar la superficie que minimiza el area de entre todas las superficies que tienen un
mismo borde.

Las corrientes y el problema de Plateau.

El problema de Plateau es un clasico del calculo de variaciones: dada una curva cerrada C en el
espacio, se trata de encontrar la superficie S de menor area de entre todas las que tienen C como
borde, y de saber si esta superficie S es regular (es decir, suave) o si puede tener puntos singu-
lares (es decir, donde la superficie no es regular, porque tenga picos o crestas). La naturaleza
proporciona una solucion simple para este problema: si sumergimos C en una disolucion de
jabon, al sacarlo se obtiene una pelicula de jabon cuyo borde es Cy cuya area es minima. Pero,
¢como puede describirse matematicamente este problema?

Mas en general puede considerarse el problema consistente en, dado un borde cerrado B de dimen-
sion k (es decir, una superficie k-dimensional) cerrada, en una espacio de cualquier dimension n, encon-
trar la superficie (k+1)-dimensional S de menor volumen (k+1)-dimensional de entre todas las que
tienen B como borde y tienen forma parecida (técnicamente, tienen el mismo tipo de homologia).
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La solucion a este problema general puede obtenerse combinando técnicas de geometria dife-
rencial, topologia algebraica, analisis funcional y teoria geométrica de la medida (rama del ana-
lisis que sirve entre otras cosas para tratar el volumen k-dimensional y otras propiedades de las
superficies k-dimensionales que no necesariamente son regulares en todos los puntos). De esta
manera puede asegurarse que realmente existe una superficie de drea minima para un borde
dado, y que ademas ésta es reqular en casi todos sus puntos. Uno de los puntos claves en esta
solucion es definir una nocién de corriente (en inglés, current), que es una especie de superficie
generalizada (similar e inspirada por el concepto de funcién generalizada, o distribucién, que
sirve para definir los espacios de Sobolev considerados mas arriba).

Una distribucién, o funcién generalizada, se define como un funcional lineal y continuo definido
sobre el espacio vectorial topologico D de todas las funciones infinitamente diferenciables y con
soporte compacto (es decir, que son cero fuera de un acotado) en un abierto de un espacio de
dimension n (por ejemplo la famosa funcion delta de Dirac, que suele describirse informalmente
como una funcion que vale infinito en un punto x,, cero en todos los demés puntos, y tiene
integral 1, puede definirse rigurosamente como la distribucion que a cada funcién ¢ de D le
asigna el namero ¢(x,)). La razén para introducir este espacio mas grande, y mas incomodo, en
ciertos sentidos, que el de todas las funciones es no solamente que a veces resulta Gtil poder mane-
jar datos iniciales y soluciones que no necesariamente son regulares, y conceptos como el de
derivada generalizada, sino también que, incluso aln cuando todos los datos del problema sean
verdaderas funciones y muy regulares, el tratamiento matematico del problema puede resultar
mucho mas adecuado si se maneja un espacio mayor de funciones generalizadas (porque, por ejem-
plo, éste puede tener la propiedad, como en el primer ejemplo discutido, de que todo funcional
convexo y acotado inferiormente alcance un minimo, mientras que el mas pequefio de las verda-
deras funciones no tiene esta propiedad), si se encuentra la solucién en este espacio, y si luego
se ve que en realidad la solucion asi obtenida es una verdadera funcion.

Pues bien, las corrientes, o superficies generalizadas, usadas en la solucion de este problema de
minimizar areas de superficies con bordes prefijados, son funcionales lineales y continuos en un
espacio vectorial topolégico de formas diferenciales, y las corrientes rectificables son aquellas
corrientes a las que se les puede asignar un area (o en general volumen (k +1)-dimensional). EL
problema consiste entonces en minimizar el funcional que nos da el drea sobre el conjunto de
todas estas corrientes rectificables, sometido a ciertas restricciones (a saber, que las corrientes
tengan el mismo borde y forma equivalente), y demostrar después que la corriente minima asi
obtenida es una verdadera superficie y es regular en casi todo punto; ver [1, 17].

La conjetura de Poincaré y los trabajos de Perelman.

La conjetura de Poincaré, enunciada por este gran matematico a principios del siglo XX, dice que
toda variedad M, compactay sin borde, de dimension 3, y que tenga la propiedad de que todo cami-
no cerrado puede ser deformado continuamente (dentro de la propia variedad) a un punto, es home-
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omorfa a la esfera de dimension 3, $3 = {(x, y, zw) € R* : x>+y2+z%+w? = 1}. Muchos de los mejo-
res matematicos del siglo XX, y las técnicas mas potentes desarrolladas por la topologia diferen-
cial y algebraica hasta el momento, fracasaron en sus intentos de demostrar la veracidad de esta
conjetura, aunque si pudieron probar que el enunciado analogo para variedades de dimension mayor
o0 igual que cuatro es verdadero (y el propio Poincaré demostrd el enunciado analogo para varie-
dades de dimension 2). Este problema se considera como uno de los mas importantes y dificiles
de la matematica actual, y es uno de los siete problemas cuya solucion sera recompensada por el
Instituto Clay de Matematicas (http://www.claymath.org/) con un millén de délares.

Hace tres afios el matematico ruso G. Perelman sorprendié a la comunidad matematica al pre-
sentar tres articulos [19, 20, 21] en los que, en parte basandose en trabajos previos de Hamil-
ton y otros matematicos, afirma que demuestra no solamente la conjetura de Poincaré, sino la con-
Jjetura de geometrizacion de Thurston, lo que proporcionaria una clasificacién completa de todas
las variedades de dimension tres. Aln no hay acuerdo unanime entre los especialistas acerca de
si la demostracion de Perelman es enteramente correcta o no, pero si parece evidente que, inclu-
so si no fuera totalmente correcta, estos articulos constituirian un avance muy importante hacia
la resolucion definiva de este problema. Evidentemente, no voy a entrar yo a analizar una demos-
tracion de tal complejidad que tres afios después adn da qué pensar a los mejores especialistas
del tema, pero si me gustaria sefialar un aspecto relevante de ésta: la combinacion de técnicas
de ecuaciones en derivadas parciales y de geometria diferencial. En efecto, el uno de los ingre-
dientes fundamentales de la prueba de Perelman es la consideracion del flujo de Ricci,

:—tgfj(t) =-2R;

una ecuacion diferencial que gobierna la evolucién, respecto de un parametro ¢, de una familia
de métricas riemannianas g,(t) en la variedad tridimensional M; la idea (extremadamente simpli-
ficada) seria que, si M tiene la propiedad de deformacién de caminos descrita mas arriba, enton-
ces, conforme aumenta ¢, la métrica evolucionaria hacia una estructura de curvatura constante
que resultaria ser la esfera.

Algunos problemas y técnicas del analisis no lineal.

El analisis no lineal puede considerarse como un conjunto de técnicas, a medio camino entre
analisis funcional, ecuaciones diferenciales, topologia y geometria, que tienen en comin el
estudio de funciones, funcionales y ecuaciones no lineales. A menudo las ecuaciones diferencia-
les lineales son s6lo una primera aproximacion a fendmenos mas complejos que en la realidad
(entendida ésta, justificada o injustificadamente, como el modelo fisico, bioldgico, econémico,
etc, que los describe) estan gobernados por ecuaciones no lineales (es decir, que involucran
operaciones no lineales entre las derivadas parciales de distintos 6rdenes). El analisis funcional
lineal (o sea el que considera funcionales y operadores lineales definidos en y entre espacios de
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funciones) resulta adecuado para tratar ecuaciones diferenciales lineales, pero insuficiente para
un estudio profundo y mas completo de las no lineales.

Muchos problemas de ecuaciones diferenciales admiten formulaciones equivalentes en términos
de ecuaciones y problemas de punto fijo en espacios funcionales (a menudo espacios de Banach
de dimensidn infinita), es decir, problemas del tipo G(f) =0, donde G : U & X — X es un opera-
dor no lineal de un subconjunto de un espacio funcional en dicho espacio, o del tipo H(f) = f;
en realidad ambos son equivalentes en muchas ocasiones (al menos cuando G y H estén defini-
dos en todo X: considérese G(f) = H(f) - f). Para este tipo de problemas resulta muy atil desa-
rrollar teoremas de existencia de puntos fijos y teoremas que permitan asegurar la existencia de
ceros de funciones no lineales, asi como teoremas de funciones inversas e implicitas, en el con-
texto de los espacios de funciones de dimension infinita. La teoria del punto fijo (para aplica-
ciones contractivas y no expansivas definidas en espacios de dimension infinita) y la teoria del
grado topoldgico son dos de los campos del analisis no lineal que ayudan a despejar el camino
en el tratamiento de estos problemas. Asi, uno de los problemas fundamentales de la teoria del
punto fijo es el de encontrar condiciones sobre un espacio X'y un subconjunto suyo C para que
toda funcién H : € — C no expansiva (o sea que H(f, g) < d(f, g)) posea un punto fijo (es decir,
exista f, € C tal que H(f,) = f,); ver por ejemplo [25]. Por su parte, la teoria del grado topol6-
gico busca métodos para contar el nimero de ceros (y asegurar la existencia de éstos) de una
funcién G : U C X — X; ver [11]. La teoria del grado topolégico en dimensidn infinita (a menu-
do llamada teoria del grado de Brouwer-Leray-Schauder) es una generalizacion de la teoria del gra-
do de Brouwer en espacios de dimension finita (que permite dar demostraciones elegantes de
teoremas tan importantes como el teorema del punto fijo de Brouwer o el teorema de la curva de
Jordan), si bien presenta muchas mas limitaciones en su aplicabilidad, porque las funciones
entre espacios de dimension infinita son mucho mas dificiles de tratar y presentan propiedades
generales bien diferentes de las de las funciones entre espacios finito-dimensionales: asi, por ejem-
plo, sucede que la bola unidad de un espacio de dimensién infinita no tiene la propiedad del
punto fijo (es decir, no es cierto que toda aplicacion continua de la bola en si misma tenga un
punto fijo) e incluso existe una retraccion Lipschitz y diferenciable de ella en su borde [6, 3], y
también que cualquier hiperplano del espacio es difeomorfo a toda la esfera unidad [7, 2]. Debi-
do a estas y otras peculiaridades topolégicas de la dimensién infinita, la teoria del grado topo-
l6gico no puede ocuparse de todas las funciones continuas, ni siquiera de las diferenciables, de
un espacio en si mismo, sino solamente de las perturbaciones compactas de la identidad (es
decir funciones de la forma G(f) = f - K(f), donde K : U & X — X es una funcion continua y tal
que su imagen K(U) es relativamente compacto); no obstante, en muchos problemas concretos
esta limitacion es irrelevante y la teoria del grado topoldgico es suficiente para obtener una
solucion satisfactoria del problema; ver [11].

Por otro lado, como ya constatamos en la discusion de los ejemplos 1y 2, los problemas de
minimizacion, es decir, de encontrar el minimo de un funcional F: U & X — R, quizas con cier-
tas restricciones, aparecen en muchisimas ocasiones ligados al estudio (por ejemplo existencia y
unicidad) de soluciones de ecuaciones diferenciales y problemas variacionales. En los ejemplos 1
y 2 los funcionales que aparecian eran estrictamente convexos y podia asegurarse que alcanza-
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ban un Gnico minimo, ya que los espacios en donde estaban definidos eran espacios de Banach
reflexivos. Sin embargo, problemas parecidos en espacios de Banach no reflexivos (espacios que
pueden describirse precisamente, en virtud del teorema de James, como en los que no toda fun-
cién convexa y acotada inferiormente en una bola cerrada alcanza su minimo) no tendrian en gene-
ral solucion exacta.

Mas en general, en el contexto de los problemas de minimizacion, una de las dificultades tipicas
del paso de los problemas lineales a los no lineales es que los funcionales a minimizar que apare-
cen ligados a éstos dltimos no seran en general convexos ni siquiera cuando el espacio X sea un
espacio de Hilbert, con lo que la esperanza de poder minimizarlos es bastante mas remota, dado
que en general una funcién G : X — R definida en un espacio de Hilbert, acotada inferiormente,
diferenciable, y con la propiedad de que |jm”fH—>+oc G(f) = + o, no tiene por qué alcanzar su infimo
(ni siquiera tener ningln punto critico, es decir un punto donde la derivada de G se anule, lo que
sucederia ciertamente si G tuviera un minimo). De hecho la topologia de su dominio y la forma
global de la funcién no tiene ninguna relevancia en esta carencia de minimos y puntos criticos,
dado que toda funcién continua G : U C X — R definida en un abierto U de un espacio de Hil-
bert X (de dimensién infinita, por supuesto) puede aproximarse tanto como se quiera por funcio-
nes H: U — R infinitamente diferenciables y que no tienen ningdn punto critico [4].

Con cierta frecuencia, en el estudio de este tipo de problemas, uno debe contentarse con encon-
trar soluciones aproximadas con ayuda de principios variacionales que, si bien no pueden garanti-
zar la existencia de un minimo para una funcién continua y acotada inferiormente G : X — R, si
que pueden asegurarla de la funcién G - ¢, donde @ es una perturbacién arbitrariamente peque-
fia, perteneciente a una clase de funciones adecuadas para el tratamiento del problema. Asi por
ejemplo, en el principio variacional de Ekeland (valido para todo espacio métrico completo, ver
[16]) las funciones ¢ tienen forma de conos todo lo achatados que se deseen, mientras que en
el principio variacional de Deville-Godefroy-Zizler [12, 13] las funciones @ son muy pequefias y
con derivada también todo lo pequefa que se desee.

Una de las aplicaciones del principio variacional de Ekeland es proporcionar una version aproxi-
mada del teorema de Hopf-Rinow (que dice que cada dos puntos de una variedad riemanniana com-
pleta, conexa y de dimension finita pueden conectarse por una geodésica que minimiza la dis-
tancia entre ellos); este teorema es falso en dimension infinita, pero Ekeland demostrd [16, 15]
que en toda variedad riemanniana completa y conexa de dimension infinita, casi todo par de
puntos pueden conectarse por una geodésica minimizante. Por otro lado, el principio variacional
de Deville-Godefroy-Zizler tiene muchas aplicaciones dentro de la geometria de espacios de Banach
y permite también demostrar resultados de existencia y unicidad para EDPs del tipo de Hamil-
ton-Jacobi en espacios de dimension infinita [12, 13].

Otra posibilidad para solventar esta carencia de minimos y de puntos criticos que en general
pueden presentar las funciones en espacios o en variedades de dimension infinita es la de afa-
dir condiciones (como la de Palais-Smale) sobre las funciones a considerar que impongan la
existencia de un minimo en las situaciones analogas a las que permitirian garantizarlo si el
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espacio fuera de dimension finita. Para esta clase mas restringida de funciones en variedades de
dimension infinita puede desarrollarse un analogo de la teoria de Morse en variedades de dimen-
sion finita (la teoria de Morse trata de extraer informacion sobre la topologia de los conjuntos
de nivel de una funcién a partir del anélisis de su segunda derivada en los puntos criticos de ésta).
Usando esta teoria de Morse para funciones definidas en variedades infinito-dimensionales
pudieron demostrarse teoremas como el de que toda variedad riemanniana compacta admite al
menos una curva geodésica cerrada no trivial, ver [23].

Un Gltimo ejemplo tomado de mi investigacion

Sin pretension alguna de poner en un mismo nivel mi trabajo y el de los grandes matematicos
que participaron en los avances descritos mas arriba, deseo terminar este articulo de una mane-
ra mas personal con unas pocas palabras acerca de mi trabajo mas reciente.

Ya hemos hablado de funciones generalizadas, derivadas generalizadas y soluciones generaliza-
das de EDPs, ligadas a espacios de distribuciones y de Sobolev. Estos espacios son adecuados
para tratar multitud de problemas de EDPs, pero en otros (por ejemplo las ecuaciones en deriva-
das parciales no lineales de tipo Hamilton-Jacobi) ya no resultan ser los mas apropiados. En
efecto, consideremos la ecuacion eikonal

(*) [ Vu) | =1sixEQ,yu(x)=0sixEiQ,

donde Q es un abierto acotado de R". La ecuacidon eikonal aparece en relacién con problemas de
optica geométrica, ver [24]. Esta ecuacion no tiene ninguna solucion clasica, ya que toda fun-
cion u que se anule en el el borde de Q debe tener un punto critico x; en el interior de Q y por
tanto su derivada en este punto no puede cumplir que || V u (x,) || = 1. Recientemente, R. Deville
y E. Mathéron han demostrado que, para la bola unidad abierta Q@ = {x € R" : || x || < 1} existe
una funcion u : Q@ — R que es 1-Lipschitz y diferenciable en todo punto, y tal que u (x) = 0 para
X € 9Q, || Vu (x) || =1 en casi todo punto, y V u (0) = 1. Esto indica que un concepto de solu-
cién tan ligado a las propiedades de las funciones en casi todo punto como es el de las distribu-
ciones y las funciones de los espacios de Sobolev no es el mas adecuado para tratar ecuaciones
no lineales como la eikonal (en efecto, parece natural desear que si uno tiene una solucién gene-
ralizada de esta ecuacion que ademas es diferenciable en todos los puntos entonces satisfaga la
ecuacion en todos los puntos y no solamente en casi todos). En realidad la Gnica solucion natural
de (*) es la funcion u (x) = d (x, 9R) que nos da la distancia de x a la frontera de Q (y que deja
de ser diferenciable en todos los puntos de 9Q en que esta distancia es maxima).

Para las ecuaciones no lineales de Hamilton-Jacobi, Crandally Lions [8, 9, 10] presentaron, a prin-
cipio de los afios 1980, un nuevo concepto de solucién generalizada, el de solucién de viscosi-
dad. Este concepto esta ligado al de subdiferencial y superdiferencial de viscosidad de una fun-
cién en un punto, y por tanto a una parte del analisis no lineal que podria llamarse analisis no
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regular (nonsmooth analysis, en inglés). La subdiferencial (de primer orden) de una funcién u en
un punto x es el conjunto de las derivadas (de primer orden) de todas las funciones g tales que
u - @ alcanza un minimo en x (lo que significa que la gréafica de ¢ queda por debajo de lade uy
ambas se tocan en el punto x); la superdiferencial se define cambiando maximo por minimo. Se
dice entonces que u es subsolucion de viscosidad de la ecuacion eikonal (*) si para toda superdi-
ferencial T de u en x se tiene || T || < 1. Se dice que u es supersolucion de viscosidad de (*) si
para toda subdiferencial T de u en x es
si es a la vez subsolucion y supersolucion de viscosidad, y si satisface la condicion de anularse
en la frontera de Q. Puede demostrarse que la funcion distancia al borde de Q es la Gnica solu-
cion de viscosidad de (*). Ademas, las soluciones de viscosidad si que tienen la propiedad de

| T = 1. La funcién u es solucion de viscosidad de (*)

que, en los puntos donde son diferenciables, satisfacen la ecuacion en el sentido clasico.

En [5], hemos obtenido una extension del analisis no regular de primer orden (hasta ese momen-
to solamente estudiado para funciones definidas en Ry en espacios de Banach) al caso de fun-
ciones definidas en variedades riemannianas, tanto de dimension finita como infinita, y hemos
obtenido aplicaciones a la existencia y unicidad de soluciones de viscosidad de ecuaciones de
Hamilton-Jacobi en variedades riemannianas que incluyen el resultado de que la funcion distan-
cia a la frontera de un abierto de una variedad riemanniana es la Gnica solucion de viscosidad de
la ecuacion eikonal en la variedad. A su vez, este resultado, y el concepto de solucién de visco-
sidad, han sido usados recientemente por Matthew J. Gursky y Jeff A. Viaclovsky como herra-
mienta para probar teoremas de geometria diferencial sobre deformaciones de las métricas rieman-
nianas y de EDPs que involucran a éstas, ver [18].
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Abstract

Modern computers provide us with the possibility of making enormous amounts of mathematical
operations in a short time. This fact is now having a great impact in applied sciences and engi-
neering, and thereby in industry.

An example of new technology where computers and mathematics plays a fundamental role is
numerical simulation. Indeed, the physical world is governed by laws which can be written as
mathematical models. Very often they consist of sets of differential equations which, when
solved in a computer by using numerical algorithms, give us the relevant information about
the phenomena under study. Thus, one can avoid, at least partially, costly experiments in the
laboratory. While most of the models currently used in industrial applications are well known
from the 19th century, it was necessary to wait for the arrival of electronic computers, in the
middle of the last century, to be able to solve them in general realistic situations as those rai-
sed by industrial applications. Numerical simulations are now used to design aircrafts or cars,
to create virtual accidents, to asses the environmental impact of human activities, to obtain
the fair value of financial derivatives, etc. They are on the basis of so-called Computer Aided
Engineering (CAE). In fact, Computer Aided Design (CAD) together with CAE are now unavoi-
dable technologies in modern industry allowing to reduce the time and cost to launch new
products onto the market.

In spite of this fact, the presence of computational subjects in the research areas cultivated
by the Spanish mathematicians is rather small. While mathematical research in Spain has
dramatically increased in the last ten years, its applications to industrial problems are not very
significant. On the one hand, industrial managers are not aware of the utility that mathema-
tics can have for their companies since mathematics are considered as an abstract interes-
ting science but without any connection with real problems; generally speaking, society thinks
that mathematicians are people trained to teach mathematics or to create new beautiful the-
ories, but not to solve “real life” problems. On the other hand, this situation is obviously
related to the lack of tradition in the collaboration between academia and industry in Spain,
but also to the way of teaching mathematics in our universities and engineering schools, too
far from the needs of applications.

Introduccion

La posibilidad que proporcionan las actuales computadoras de hacer calculos enormes y com-
plicados en tiempos razonables esta teniendo un fuerte impacto en las ciencias aplicadas y la
ingenieria y, a través de ellas, también en la industria. Sin embargo, a pesar de que las mate-
maticas constituyen la base conceptual y metodoldgica de estos calculos, posiblemente la fal-
ta de tradicion de la investigacion matematica en Espafia sea la causa de que el interés por
los temas computacionales haya sido escaso y, en todo caso, no acorde con el sorprendente pro-
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greso que el conjunto de la disciplina ha experimentado en nuestro pais en las Gltimas dos déca-
das. Aln asi, cabria sefialar que la situacién ha mejorado en los Gltimos afios y que en la
actualidad existen grupos de investigacion en calculo numérico y modelizacion, de reconocido
prestigio en el contexto internacional.

Aunque las matematicas son una ciencia abstracta y los objetos que trata tienen este carac-
ter, su desarrollo ha sido impulsado por el deseo de entender la naturaleza. Sin duda es ésta la
razén para poder afirmar que las matematicas son (tiles para el sistema productivo, al menos
en los dos sentidos siguientes. En primer lugar, el estudio de las matematicas crea aptitudes
genéricas como son la capacidad de analisis, la precision en el lenguaje, el rigor, etc. En
segundo lugar, las matematicas sirven para resolver problemas tecnolégicos, y para ayudar en
la toma de decisiones en los ambitos de la planificacién econémica y financiera, de la organi-
zacion de la produccion, etc.

Ademas, las matematicas también son (tiles para mejorar la calidad de vida de las personas y resol-
ver problemas ligados a la conservacion del medio ambiente. Para sustentar esta afirmacion bas-
te decir que constituyen la base de muchos dispositivos utilizados habitualmente en el diagnés-
tico médico o la cirugia, que permiten predecir el tiempo y analizar la evolucion del clima, o que
ayudan a evaluar el impacto ambiental producido por la actividad humana.

Sin embargo, la percepcidon comln en nuestro pais es que saber matematicas sélo sirve para
ensefarlas a otros o para crear nuevas matematicas (investigacion pura). Un reflejo de esta
situacion es que el ndmero de matematicos que trabajan en las empresas es muy escaso, y ade-
mas la mayoria de ellos realizan tareas de informéatica de gestion, casi siempre bastante alejadas
de las matematicas. Algunas causas de esta situacion son de caracter general y comunes a otras
disciplinas: la falta de tradicion cientifica y tecnolégica, la escasa inversion de las empresas en
investigacion y desarrollo, el hecho de que la mayoria de la poblacion desconoce la importancia
que tienen en su bienestar los avances cientificos, la todavia escasa colaboracion entre los cen-
tros de investigacion y el sistema productivo... No obstante, otras son particulares de las mate-
maticas: una orientacion de los planes de estudio de las Facultades muy polarizada hacia la
matematica pura y la abstraccion excesiva, la imagen social de que la carrera de matematicas es
s6lo para la docencia o la investigacion basica, estarian entre ellas. A este respecto, resulta sin-
tomatico, ademas de muy negativo, que en las Escuelas Técnicas las matematicas hayan sido, y
todavia continden siendo, un elemento de seleccion de los estudiantes en lugar de una herramien-
ta fundamental para resolver los problemas de la ingenieria moderna.

La simulacion numérica

El mundo fisico se rige por leyes que se formulan con modelos matematicos; por este motivo, los
modelos permiten simular el comportamiento de dispositivos o procesos de interés industrial.
Generalmente, estan constituidos por complicados sistemas de ecuaciones cuyas incognitas son
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las magnitudes que caracterizan los fendmenos a simular. Si los ejemplos en la industria son
innumerables (calculo de las tensiones en una estructura, de la temperatura de una pieza, del com-
portamiento electromagnético de un dispositivo, del movimiento de los gases en el interior de
una caldera, del ruido en un recinto, etc. ), éstos en modo alguno agotan el universo de las apli-
caciones: la prediccion del tiempo, la evaluacion del impacto ambiental, la simulacién de un
accidente natural,... o, en un terreno bien diferente, la valoracion de los productos financieros,
el analisis del riesgo y la gestion de carteras son tareas que hoy dia se llevan a cabo basandose
en modelos matematicos que pueden resolverse con ayuda del ordenador.

Los modelos que rigen la mayoria de los procesos que interesan en ingenieria se conocen desde
finales del siglo XIX. Sin embargo, hasta la aparicion de los ordenadores, su resolucién sélo era
posible en casos muy particulares generalmente de caracter “académico”. Los ordenadores, junto
con los métodos de céalculo numérico desarrollados en los Gltimos 50 afios por los matematicos,
permiten hoy dia resolver modelos complejos en tiempos de calculo aceptables.

La metodologia de la simulacién numérica comprende diversas etapas. En primer lugar debe
procederse a un andlisis preciso y detallado de los fendmenos que caracterizan el proceso que
se desea simular, para conocer su naturaleza. Después vendra la construccion de uno o varios
modelos; a continuacion el andlisis matematico de éstos y sus eventuales simplificaciones y,
por Gltimo, la resolucién mediante algoritmos de célculo numérico que se completa con el pos-
proceso y la visualizacion de los resultados obtenidos. La validacion del modelo con medidas
experimentales, cuando éstas sean factibles, es una etapa muy importante que permite dar fia-
bilidad a la simulacién.

Algunos ejemplos de aplicacion en la industria son el disefio global de aviones y automoviles y
de las diferentes piezas que los componen, la optimizacion de procesos metallrgicos como la
obtencién de metales por electrélisis o la solidificacién de las coladas, el modelado de la com-
bustion en la caldera de una central térmica, el disefio de electrodos para hornos de arco eléctri-
co, la construccion de hornos de induccion, la evaluacién del impacto ambiental de vertidos
contaminantes al mar, la reduccién del ruido en recintos mediante la introduccion de materiales
aislantes o absorbentes, y/o la aplicacién de técnicas de “control activo", etc.

Un sector industrial de gran importancia en nuestro pais es el que fabrica componentes para la
industria aeronautica o la del automovil. Las grandes empresas ensambladoras, generalmente
extranjeras, establecen unos requisitos de calidad muy exigentes que obligan a un disefio extra-
ordinariamente preciso. Muchos de estos requisitos se refieren al comportamiento estructural, pero
otros tiene que ver con aspectos térmicos, aclsticos, de compatibilidad electromagnética o sim-
plemente ergondémicos. Se trata de un sector que, de forma slbita, esta utilizando herramientas
de simulacién numérica cada vez con mayor intensidad.

En resumen, los modelos matematicos son una valiosa herramienta para la concepcion y el dise-
fio de dispositivos y procesos en la industria. La ingenieria moderna emplea cada vez mas la
simulacién numérica (bajo lo que se denomina el “computer aided design/computer aided engi-
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neering" (CAD/CAE), en la terminologia inglesa). La razon es que el uso de modelos permite
acortar y abaratar el proceso de disefio y salida al mercado de los productos, al reducir la cons-
truccién de prototipos y los ensayos en laboratorio. Por otra parte, como los ordenadores resul-
tan cada vez mas rapidos y menos costosos, estas tecnologias estan ya al alcance de las peque-
fias y medianas empresas.

El software comercial. Situacion en Espana

En los primeros afios tras la aparicién de los ordenadores, la simulacion numérica fue considera-
da de importancia estratégica fundamental. Por ello, en los paises mas avanzados algunos labo-
ratorios de organismos plblicos o de grandes empresas desarrollaron software propio, muchas veces
en colaboracién con grupos universitarios expertos en calculo numérico. Sin embargo, el altisi-
mo precio de los superordenadores requeridos para llevar a cabo los célculos y los elevados cos-
tes de desarrollo del software, limitaron inicialmente el uso de la simulacién numérica a la gran
industria de los sectores energético, aerondutico, de la automocién, del armamento, nuclear,
etc. Pero en los Gltimos afios la situacién ha cambiado notablemente: por una parte el hardware
ha experimentado un progreso espectacular en términos de la relacion prestaciones/precio vy,
por otra, han aparecido en el mercado paquetes de software bien consolidados en la mayoria de
los dominios de la fisica: mecéanica de sélidos, mecanica de fluidos, combustién, electromagne-
tismo, medio ambiente, aclstica, quimica computacional, etc.

Esta situacion hace accesible y rentable la simulaciéon numérica a empresas medianas y pequefias
de una gran variedad de sectores industriales, aunque con ciertas limitaciones, no sélo de carac-
ter econdmico, sino también derivadas de la necesidad de contar con personal formado en el uso
racional de este software. Como hemos sefialado, el problema ahora ya no es el precio del hardwa-
re sino el del software y la situacion se agrava porque en los Gltimos afios estamos asistiendo a
una concentracion de los grandes paquetes en manos de muy pocas empresas que constituyen
oligopolios a nivel mundial en un sector horizontal y estratégico para la industria moderna.

¢:Cudl es el papel de Espafia en este campo? Hasta el momento muy escaso, por no decir nulo: pue-
de afirmarse con bastante seguridad que no existen programas de simulacién numérica creados por
empresas de nuestro pais. La dependencia de empresas extranjeras, fundamentalmente norteameri-
canas, es casi total. La actividad en este terreno, ademés de escasa, se ha limitado al desarrollo de
software de simulacion de caracter especifico para necesidades particulares de algunas industrias,
pero no ha conducido a grandes paquetes comerciales de “propdsito general". Sin embargo, el uso
de la simulacién numérica como herramienta de ingenieria asistida por ordenador sigue creciendo,
lo que obliga a un elevado pago de royalties y a una fuerte dependencia tecnolégica.

Llegados a este punto son pertinentes algunas preguntas: ;debemos resignarnos a esta situacién?,
el nivel cientifico y tecnoldgico de nuestro pais hace posible generar desarrollos de software com-
plementarios o competidores de los que estan actualmente liderando el mercado mundial?, ;seria
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ésta una operacion econémicamente rentable? Yo me atrevo a responder afirmativamente a la
segunda pregunta: en Espafia hay investigadores en modelizacién, métodos numéricos y compu-
tacion de altas prestaciones que convenientemente organizados garantizarian la viabilidad a medio
plazo de proyectos para elaborar paquetes comerciales de simulacién numérica para uso industrial.

Las otras preguntas tienen respuestas mas dificiles. Naturalmente, puesto que estamos hablando
de proyectos industriales, de la industria del software, habria que considerar todo el entramado
de comercializacion, soporte y mantenimiento, entendido este Gltimo como la puesta al dia per-
manente de los productos para incorporar nuevos modelos, actualizar las técnicas numéricas o
adaptarlos a las nuevas plataformas informaticas. Este entramado es algo esencial que habria
que planificar desde el principio, incluyéndolo, al menos parcialmente, en la definicién de los
proyectos. En paises avanzados de nuestro entorno, han existido excelentes desarrollos cientifi-
cos en el ambito de la simulacién numérica que fracasaron porque no se previeron adecuada-
mente los mecanismos de transferencia al sector productivo. No sélo porque faltd la inversion
necesaria para dotar al software desarrollado de un “envoltorio comercial" (interfaces, pre y pos-
procesos, manuales, etc.) imprescindible de cara a su comercializacidn, sino, y sobre todo, por-
que no se previeron los mecanismos institucionales necesarios para facilitar su transferencia y
explotacion por el sector empresarial.

Cabe sefialar un dato importante: en este momento la situacién no es la misma en los diferentes
campos de aplicacion. Asi como en mecanica de sélidos existe un gran ndmero de paquetes comer-
ciales, en temas como hidraulica, flujos medioambientales, combustion o electromagnetismo, la
existencia de paquetes en el mercado es mas reducida y parecen existir “nichos" donde todavia
tendria sentido empresarial intentar una presencia espafiola.

En definitiva, si el software de simulacion numérica constituye un pilar estratégico para un
desarrollo industrial moderno y competitivo, parece que deberiamos disponer a medio plazo de
tecnologia propia en este campo.

Téngase en cuenta que, como una tecnologia que forma parte del area de las TIC en su vertiente
de software, la elaboracion de programas de simulacién numérica no requiere la instalacion de cos-
tosos laboratorios experimentales. Lo realmente imprescindible son los recursos humanos vy,
como hemos sefialado mas arriba, en este aspecto el nivel de nuestro pais es suficiente.

Algunos ejemplos

En este apartado nos referiremos con algln detalle a un par de ejemplos que muestrean el inte-
rés del calculo para la industria. No voy a considerar ejemplos clasicos como son el uso del cal-
culo estructural con elementos finitos o de la mecénica de fluidos computacional (CFD) en la indus-
tria aeronautica. Baste sefialar que el grado de perfeccion alcanzado por estas tecnologias per-
mite que los aviones modernos se disefien casi completamente en el ordenador.
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Comencemos por un problema clasico y de planteamiento sencillo, si bien su resolucion requiere
herramientas matematicas no triviales como son los algoritmos de optimizacion discreta. Se tra-
ta de un ejemplo cuyo objetivo es mejorar un proceso industrial: el corte de bloques de piedra.
En los altimos afios el desarrollo del sector de la construccion ha propiciado la aparicion de mul-
titud de aserraderos de piedra que plantean el siguiente problema: a partir de grandes bloques
extraidos en canteras, se desea satisfacer los pedidos de los clientes consistentes en unidades
de diferentes tamafios, en general de forma paralelepipédica. Para ello se utilizan maquinas de
corte, en las tres direcciones del espacio. El objetivo es establecer un proceso de corte que
minimice los recortes inutilizables. Aqui tenemos un ejemplo para el que, frecuentemente, el
software disponible en el mercado no se ajusta al particular sistema de corte, por lo que son
necesarios desarrollos particulares.

Otro ejemplo. El cierre de minas a cielo abierto, generalmente de carbén, plantea el problema de
ocupar el enorme hueco generado a lo largo de muchos afios de extracciéon de mineral. Una alter-
nativa usual consiste en llenarlo de agua para producir un lago artificial. EL problema es prever
la calidad de esta agua: la escorrentia de la cuenca provocada por la lluvias hace que el lago
rebose una vez lleno, de manera que se van a producir vertidos a cauces cercanos que es preciso
controlar. En efecto, los materiales de la escombrera generada por la explotacion de la mina 'y
las substancias de la superficie del hueco pueden reaccionar con el agua, produciendose espe-
cies contaminantes cuyo nivel es necesario controlar al objeto de evitar una concentracién exce-
siva en los vertidos. Para que el proyecto pueda ser autorizado por las Administraciones es pre-
ciso hacer un estudio del impacto ambiental. Como no es posible “esperar y ver" se trata de un
caso donde la simulacién numérica puede y debe sustituir a la experimentacién. EL problema,
aparentemente facil, posee en realidad una gran dificultad matematica y numérica. En efecto,
por una parte los modelos de hidraulica deberan permitir simular el llenado y, en particular, el
avance del agua “mojando"” la superficie del hueco. Por otra parte, las reacciones quimicas que
involucran las substancias contaminantes son muchas y complejas. Estas dificultades generan otras
de indole numérica, lo que se traduce en tiempos de calculo muy elevados para simular procesos
reales que pueden durar varios afios. Entonces, el disefio de métodos numéricos eficientes y el
uso de plataformas hardware de altas prestaciones resultan de interés crucial.

De la simulacion a la optimizacion y el control

No queremos finalizar este breve articulo sin hacer una referencia al hecho de que la simulacion es,
en muchas ocasiones, un paso previo a la optimizacion o al control de un sistema. Por ejemplo, los
criterios de eficiencia aerodinamica inspiran el disefio de las formas exteriores de un avion y, gene-
ralmente, estos criterios se reducen a la minimizacion de uno o varios funcionales matematicos.

El control en tiempo real también necesita partir de un buen modelo de comportamiento: la reduc-
cion del ruido en un recinto mediante técnicas de “control activo" se analiza formulando proble-
mas de control para la ecuacion que rige la propagacién del sonido. En este caso el criterio a
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minimizar seria la presion media en el recinto o en alguna parte del mismo. Los controles a
implementar serian sonidos producidos por altavoces o vibraciones de placas que cancelen las
vibraciones indeseables. El disefio de estos dispositivos inteligentes que actdan como controla-
dores y su ubicacion 6ptima en el recinto, conduce a calculos complejos que involucran tanto
métodos de resolucion numérica de ecuaciones en derivadas parciales como sofisticados algorit-
mos de optimizacion.
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Abstract

Computational Chemistry has become a very active field of research, that has gained a great
deal of importance within the body of Theoretical Chemistry in the last decades. Just to give some
data, the fraction of articles in the journals of the American Chemical Society making reference
to any of the numerous Quantum Chemistry computer codes available raised from 1% to 12%
from 1982 to 1992, and this has been a non-stopping tendency since then.

This effect has been due in part to the spectacular improvement of modern digital computers,
but also to the development of new theoretical methods, allowing the accurate and efficient simu-
lation of many processes of interest in Chemistry. This has made that today one can talk about
dry labs, as a sensible alternative to generate data, whose experimental determination is proble-
matic or just impossible in conventional laboratories. The prominent role played now by Compu-
tational Chemistry has been recently recognized by the scientific community with the two Nobel
prizes awarded to Profs. Rudolph A. Marcus and John A. Pople in 1992 y 1998, respectively.

Starting from a brief description of the Born-Oppenheimer approximation, as the central tool in
Computational Chemistry, we review in this paper the basis of the principal existing methods to
study atomic and molecular electronic structure, paying always special attention to the corres-
ponding relevant mathematical aspects.

In the second part, we describe the associated nuclear dynamics, whose complete understan-
ding could lead some day to the development of a true Laser Selective Chemistry, in which be
possible to design strategies to control efficiently chemical reactivity. The idea is to use laser
monocromaticity as a 'surgical knife' to break selectively desired bonds and/or pump energy in
selected moieties within molecules. In this respect, Mathematics, with all the tools and results
obtained after the 1960's in the field of Dynamical Systems, play a prominent role providing an
invaluable help. Just consider that from the vibrational point of view, molecules can be conside-
red as a collection of coupled, anharmonic oscillators, in which the full richness of behavior
described within nonlinear dynamics and chaos theory can be found at its full glory.

We conclude the paper by presenting some possible future developments in the field.

Introduccion

En estos comienzos de siglo quedan muy lejos los dias en que la Quimica se concebia como una
disciplina restringida Gnicamente al entorno de un laboratorio. Hace dos siglos Compte, acer-
candose a esta cuestion, escribia en 1830 que “cualquier intento de utilizar métodos matemdti-
cos para el estudio de los fendmenos quimicos debe ser considerado profundamente irracional y
contrario al espiritu de la Quimica”. El tiempo ha demostrado lo errdneo de esta aseveracion, y
hoy en dia la Quimica Computacional es un campo emergente dentro de la Quimica Tedrica, que
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ha ganado en los Gltimos afios gran importancia. Para constatar este cambio baste un dato. La
fraccion de articulos en las revistas de la American Chemical Society que hacian referencia a
alglin programa de Quimica Computacional pasé del 1% al 12% en la década de 1982 a 1992, y
por supuesto esta tendencia ha seguido creciendo.

Este importante crecimiento se debe en gran parte al enorme desarrollo que han experimentado los
modernos ordenadores digitales. Hoy en dia las estaciones de trabajo mas modestas y las “granjas”
de PC's son capaces de proporcionar una potencia de calculo comparable a la de los superordenado-
res de hace sélo algunos afios. Otro factor importante ha sido la aparicion de nuevos métodos ted-
ricos, cada vez mas sofisticados y precisos, que permiten el calculo y simulacion de complicados
procesos y propiedades de sistemas quimicos de relevancia. Asi, se ha comenzado a hablar de los labo-
ratorios “secos” (dry labs) como alternativa razonable para conocer datos del comportamiento de
sistemas quimicos, cuya medicién en un laboratorio convencional seria muy prolija, complicada o
incluso imposible. En palabras de J. A. Pople: “En muchos aspectos los cdlculos tedricos ya son mds
potentes que los experimentos. No estdn sujetos a consideraciones prdcticas. Cualquier especie quimi-
ca puede ser escudrifiada tedricamente; cdlculos sobre cationes, aniones y otros intermedios reactivos,
..., ho presentan, en principio, mayor problema que el cdlculo de otras moléculas estables y mds fdcil-
mente observables...”. El importante papel jugado por la Quimica Computacional en el panorama de
la Quimica moderna ha sido refrendado por la comunidad cientifica con la concesién del Premio
Nobel de Quimica a los Profs. Rudolph A. Marcus y John A. Pople en 1992 y 1998, respectivamente.

Concluiremos esta introduccion poniendo de manifiesto que los métodos y enfoques de la Quimi-
ca Computacional llevan asociados interesantes y relevantes aspectos matematicos [1] a los que
se pasara revista en las secciones siguientes.

La Quimica Cuantica

La posibilidad de estudiar de forma teérica el enlace quimico y las propiedades moleculares se abre
en 1925 con la aparicion de la ecuacion de Schrodinger. Esta sent6 las bases mateméticas del con-
cepto de cuantizacion, permitiendo explicar los espectros atdémicos y otros hechos experimenta-
les relacionados.

La ecuacion de Schrodinger es una ecuacion diferencial en derivadas parciales

(8) Hy(r R)=Ey(rR),

donde el operador Hamiltoniano, H para una molécula compuesta de k nicleos y n electrones
viene dado por la expresion

(9)
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donde los subindices en letra griega se refieren a las coordenadas nucleares y los de letra latina a
las electronicas. Su solucion nos proporciona los niveles de energia del sistema, asi como las fun-
ciones de onda de los correspondientes estados. Los primeros nos permiten calcular los correspon-
dientes espectros (electronicos, vibrorrotacionales, etc.) y las segundas permiten el computo de cual-
quier propiedad fisicoquimica observable, con la ayuda de los correspondientes operadores. La
ecuacion de Schrodinger s6lo tiene solucion exacta en casos muy aislados, como son los atomos
monoelectrénicos, debidos a su simetria de campo central, o la molécula-i6n de hidrégeno, Hj.
Por tanto, es necesario recurrir, en general, a métodos computacionales aproximados para su reso-
lucién, lo que ha dado lugar a la disciplina conocida como Quimica Cuantica [2].

EL primer paso en la resolucion de (8) es la aproximacion de Born-Oppenheimer, que se basa en
la gran diferencia de masa (al menos 1836 veces) que existe entre nlcleos y electrones. Esto
permite resolverla en dos pasos haciendo y (r, R) = %, (r; R) %, (R). En el primero, se resuelve la
parte correspondiente al movimiento de los electrones, suponiendo fijas las posiciones de los
nlcleos, mediante la ecuacion de Schrodinger electrénica

(10) Ay, (r,R)=E, (R) ¥, (r; R),
donde
(11) R A2 Zléez erz 2
H, =->5+V&- - + —
e :Z:Z’” ' ;Bg“a Rip ;zz lia ;z il

En un segundo paso se considera la dindmica nuclear a través de la ecuacion

(12)

2
_ZZ%VZC,+EE,(R) Uy (R) = E, U, (R).

Dada la gran masa de los ndcleos, también se puede estudiar alternativamente la correspondien-
te dinamica mediante aproximaciones clasicas o semiclasicas [3].

La separacion de Born-Oppenheimer que acabamos de describir disefia un escenario que nos
indica claramente que para realizar un estudio completo de la estructura, reactividad e interac-
ciones entre moléculas, es necesario no olvidar ninguno de los dos aspectos complementarios
(electrénico y nuclear), descritos por las dos ecuaciones de Schrédinger (10) y (12). Estos dos
tipos de estudio dan lugar a lineas de investigacion muy diferentes, que tradicionalmente se
han llevado a cabo en grupos separados. A este respecto, hay que indicar que nuestra Comuni-
dad de Madrid cuenta con grupos de investigacion que gozan de un notable prestigio y recono-
cimiento internacional en ambos campos.
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Calculos de estructura electronica

Las implementaciones practicas mas extendidas para la resolucion de la ecuacion de Schrédinger
electrénica (10) se basan en el método autoconsistente (SCF') de Hartree-Fock (HF) con una
funcién de onda expresada como un producto antisimetrizado o determinante de Slater

o) (1) ¢i(2) .. du(n)
Yo = L[ ®(D) (@) . de(n)

T

(6 0@ . $(0)

que considera a los electrones como particulas independientes descritas por los espinorbitales, ¢ ..
La forma de estas funciones se obtiene aplicando el principio variacional, es decir minimizando
el valor esperado del hamiltoniano

(14) [ Whbod<
E =

[l

sujeta a la restriccion de que los espinorbitales sean ortonormales. La aplicacion de las ecuacio-
nes SCF-HF implica la resolucidn iterativa de un conjunto de ecuaciones integro-diferenciales, lo
cual practicamente sélo es factible para sistemas atomicos o moleculares muy pequefios. En
1951 Roothaan, e independientemente Hall, propusieron un método para resolverlas que se
basaba en desarrollar los orbitales d)i como una combinacion lineal de funciones matematicas
conocidas o funciones de base (usualmente orbitales atomicos): ¢, = ENJ. ¢, (N> n), donde
los coeficientes son las incdgnitas a determinar variacionalmente. La resolucion, de nuevo itera-
tiva, del problema involucra la diagonalizacién de matrices grandes, pero la principal dificultad
radicaba en el calculo de las integrales de repulsion bielectronica, cuyo nimero crece como N4,
lo que ocasionaba problemas de tiempo de calculo y espacio de almacenamiento en disco. Esto
se resolvid en la década de los sesenta en que Boyd propuso el uso de funciones gaussianas de
base, lo que constituyo la consolidacion de los llamados métodos “ab initio”. La siguiente mejo-
ra que se puede introducir en los métodos de tipo HF es la inclusion de la correlacion entre elec-
trones con distinto espin. Esto puede llevarse a cabo escribiendo la funcién de onda (13) como
una combinacion de determinantes generados mediante la promocion de electrones de orbitales
ocupados a orbitales vacios. Estos métodos son mucho mas costosos computacionalmente, debi-
do a que escalan como V.

Una metodologia alternativa para tratar la correlacion electronica es la teoria de Moller-Plesset,
MPn, que desarrolla perturbativamente tanto energias como funcién de onda. La serie no siem-

! Estas siglas provienen del inglés: Self Consistent Field.
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pre converge bien y el costo computacional es también alto: el nivel MP2 escala como Ay el
MP4 como N’.

Los métodos anteriores se caracterizan porque tratan la correlacion electrénica a través de la
utilizacion de una funcién de onda expresada en una base de determinantes de Slater. Sin embar-
go, recientemente han surgido una serie de métodos alternativos basados en el funcional de la
densidad, que también permiten calcular la energia de un sistema molecular incluyendo la corre-
lacion electrénica. La teoria del funcional de la densidad (DFT) se basa en el teorema de Hohen-
berg-Kohn, quienes en 1964 demostraron que la energia electrénica del estado fundamental de
un sistema esta completa y univocamente determinada por la densidad electronica, p(r), del
mismo. En este punto, hay que resaltar que mientras que las teorias “ab initio” de orbitales
moleculares necesitan para el calculo una funcién de onda que depende de 3N coordenadas, en
la teoria DFT basta con conocer p(r) que es una funcion de tres variables. Esto hace que los cal-
culos DFT sélo escalen como A3 a pesar de tener en cuenta la correlacion electronica.

Movimiento de los nicleos. Dinamica no lineal

Una vez conocida la superficie de energia potencial del sistema, £, (R), y sus derivadas podemos
proceder a estudiar el movimiento de los nicleos, a nivel cuantico, clasico o semiclasico. En
particular, son de especial relevancia los movimientos de vibracion altamente excitados que son
de interés en espectroscopia de infrarrojo, procesos de transferencia intramolecular de energia y
relajacion vibracional, y por Gltimo, y mas importante, la reactividad quimica. La comprension
detallada de los fendmenos anteriormente mencionados en términos de la dinamica subyacente
podria concluir en un futuro al desarrollo de una verdadera Quimica Selectiva por Laser, en la
que se combinen la monocromaticidad de los laseres y la comprension teérica de los mecanismos
a través de los que esta fluye dentro de los sistemas moleculares, para disefiar estrategias en las
que se potencien (o eviten) selectivamente canales de reaccién preferidos (o no deseados) [4].
Esto nos permite calcular y simular los diferentes espectros del sistema, si la energia de excita-
cion es pequefia, o incluso entrar en el régimen en que se pueden producir reacciones quimicas,
si es alta y estamos en la zona espectral del continuo.

Desde este punto de vista se consideran a las moléculas como sistemas Hamiltonianos multidi-
mensionales no integrables formadas por osciladores anarménicos acoplados, cuya dinamica tie-
ne lugar en superficies de potencial para los distintos estados electrénicos que se obtienen den-
tro de la aproximacion de Born-Oppenheimer. Asi, serian aplicables a su estudio las técnicas mate-
maticas puestas a nuestra disposicion por la Dindmica No Lineal o Teoria del Caos. El correspon-
diente espacio de fases esta formado por zonas requlares y cadticas entremezcladas, incremen-
tandose la proporcion de las regiones estocasticas a medida que la energia vibracional aumenta.
Asi, para energias de excitacion muy bajas estariamos en la zona arménica de la superficie de ener-
gia potencial y tendriamos los conocidos modos de vibracién normales, que corresponden a
movimientos colectivos en los que participan todos los atomos de la molécula (y son analogos a
los fonones en estado sélido), siendo la dindmica correspondiente totalmente reqular. Para ener-
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gias de excitacion superiores empezariamos a entrar en las zonas no arménicas del potencial y a
excitar los sobretonos, de forma que los acoplamientos entre modos comienzan a ser no despre-
ciables. Desde el punto de vista teérico, en este régimen conviene abandonar la representacién
de modos normales para pasar a modos mas localizados en los enlaces (o grupos de enlaces). Empe-
zariamos a estar en la region no lineal del movimiento. En esta zona las resonancias existentes
en la molécula son operativas, de forma que la transferencia intramolecular de energia es impor-
tante. Estos fenémenos son relevantes para la llamada relajacion vibracional, de forma que si exci-
tamos selectivamente zonas concretas de la molécula, esta puede usar canales eficientes de dis-
persar la energia dentro de la misma. Por Gltimo si la excitacion es elevada, la dinamica no line-
al anterior tendria energia suficiente para vencer la relajacion vibracional y depositar suficiente
energia en un modo local que conduzca a la ruptura de alguno de los enlaces dando lugar a pro-
cesos de reactividad quimica [6]. La reactividad quimica no debe entenderse solamente como
ruptura de enlaces, sino también como desplazamiento de atomos dentro de la misma. Ejemplos
tipicos, serian la isomerizacion en la que la disposicion espacial de los &tomo cambia en la
molécula, o las reacciones de transferencia de protén, intra o intermolecular, por efecto tinel
que tanta importancia tienen en Bioquimica y Biologia Molecular.

Todo lo anteriormente expuesto se refiere a reactividad en fase gas en la que las condiciones de
vacio son elevadas y las moléculas pueden suponerse aisladas. Esto se logra hoy en dia facil-
mente, ya que la deteccion de sefiales muy débiles no es ningln problema. Sin embargo la ver-
dadera Quimica ocurre en disolucion. Esto puede simularse afiadiendo al modelo anterior ruido y
"viscosidad" de forma que se obtenga una ecuacion dinamica efectiva tipo Langevin.

Las técnicas para estudiar esta dinamica de los nicleos pueden ser la espectroscopia en las
situaciones de baja (espectroscopia clasica) y media excitacién (espectroscopia por bombeo de
emision estimulada) o de dinamica molecular (estudio de la reactividad mediante haces molecu-
lares cruzados, que combinados con laser permiten preparar estados iniciales electrénicos espe-
cificos o reactivos orientados, etc.). En la actualidad, estan bien comprendidas las bases del
comportamiento de estos sistemas dinamicos en dos grados de libertad mediante los teoremas
de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) y de Poincaré-Birkhoff [7] a nivel de la Mecanica Clasica.

Sin embargo no hay que perder de vista el hecho de que el comportamiento atémico y molecular
es eminentemente cuantico. Por ello una parte muy importante de estas investigaciones se dedi-
ca al estudio de las manifestaciones cuanticas del caos o caos cuantico [8], en la que partiendo
de las estructuras invariantes en el espacio de fases clasico se incluyen los efectos de interfe-
rencia debidos a la naturaleza inherentemente ondulatoria de la materia [9].

Perspectivas futuras

Como resumen podemos decir que el estado actual de la Quimica Computacional es muy saluda-
ble, de forma que es previsible que aparezcan en un futuro cercano resultados espectaculares y
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desarrollos interesantes. Aventurando algunas de las lineas en las que se puede esperar que
estos se produzcan, cabe mencionar las siguientes:

1. Avanzar en el desarrollo de métodos DFT y “coupled cluster” con escalaje del tiempo de cal-
culo lineal [10].

2. Encontrar el funcional de intercambio para DFT, asi como desarrollar bases especificas
para esta teoria.

3. Desarrollo de algoritmos eficaces para el calculo de las derivadas de £,(R), asi como para el cal-
culo de sus puntos estacionarios cuando hay uno o mas autovalores negativos en el Hessiano.

4. Extension de los métodos computacionales de la dindmica no lineal a sistemas con tres y mas
grados de libertad, donde tiene lugar la poco estudiada difusion de Arnold. Estudio de los
procesos de transferencia intramolecular de energia asociados en modelos realistas.

5. Elucidar el papel de los invariantes clasicos (6rbitas periddicas, orbitas homo y heteroclini-
cas) en la mecénica cuantica de sistemas dinamicos cadticos, teniendo en cuenta que se
establece una competicion entre la complejidad clasica inherente y los efectos de interferen-
cia, constructiva y/o destructiva, propios del enfoque ondulatorio.

6. Modificacion de la formula de la traza de Gutzwiller, (nica capaz hoy en dia de cuantizar sis-
temas dinamicos cadticos, de forma que se evite el problema computacional derivado del cre-
cimiento exponencial de nimero de 6rbitas periddicas necesarias con el tiempo.
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Abstract

Mathematical finance is now a recognized part of applied mathematics. It began with derivative
pricing (the well known Black-Scholes formula). Nowadays there are many open problems rela-
ted with the pricing of complex derivatives, in particular related with credit risk, that require
advanced mathematics (like Malliavin calculus, for example) and advanced computational met-
hods. Nevertheless, risk management offers new and more complex challenges to mathemati-
cians in quest for applications.

Introduccion

A partir de 1973 con la célebre féormula de Black-Scholes, la Matematica Financiera ha conocido
un desarrollo espectacular del que dan fe las numerosas publicaciones especializadas que han eclo-
sionado en los Gltimos afios en paralelo con la expansion de los mercados. Entre otras razones este
fenomeno se debe a la desregularizacion del doélar, y al desarrollo de las comunicaciones y de la
informatica que han aportado una eficacia (numérica) hasta entonces desconocida a la hora de
pasar 6rdenes lo cual ha permitido una interconexion de los mercados.

En este contexto se afianzo la idea de gestionar el riesgo y se desarrollaron (debido a una deman-
da creciente) los instrumentos derivados correspondientes. Con el paso del tiempo, los productos
han sido cada vez mas complejos, precisando de un conocimiento matematico y de recursos com-
putacionales cada vez mayores. Las inversiones en derivados se miden hoy en billones de euros.

Entre otros elementos importantes, la Matematica Financiera se caracteriza por un uso intensivo de:

- Calculo estocastico.
- Procedimientos numéricos avanzados y uso intensivo de célculo cientifico.
- Ecuaciones en derivadas parciales.

Todo ello explica por qué la Matematica Financiera se ha ido consolidando como una rama de las
mateméticas (en general del Calculo de Probabilidades) en la mayor parte de los paises de nues-
tro entorno. Una primera consecuencia de este hecho ha sido un cambio drastico en los perfiles
demandados en los departamentos de riesgo o en las mesas de derivados de las principales enti-
dades financieras del planeta, mayormente matematicos, fisicos o ingenieros.

Sin pretender ser exhaustivo y procurando no ser excesivamente técnico, el objeto de estas line-
as es dar una vision de las que, a juicio del autor, pueden ser las dreas mas pujantes y mas
demandantes de métodos cuantitativos en las finanzas actuales.

Para ello, distinguiremos dos campos de aplicacion de las matematicas en finanzas: la valora-
cion de derivados y la gestion de riesgos.
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La seleccion de una bibliografia para un trabajo de este tipo siempre supone el riesgo de cierta
arbitrariedad. Se ha procurado citar algunos de los trabajos seminales. Para referencias mas recien-
tes se remite al lector a la bdsqueda por palabras clave en Internet o a contactar con el autor si
necesita referencias mas concretas.

Valoracion de derivados

El punto de partida del éxito de las Mateméatica Financiera es la ecuacion diferencial estocastica
que describe la dindamica temporal de un activo (una accién) S,:

ds,
S—t= rdt+odW, esdecir: S, = Soexp{(r- ;)n Gth}

t

siendo r el rendimiento de la cuenta bancaria, W, un movimiento browniano que modeliza la lle-
gada de la informacién al mercado y determina el comportamiento aleatorio del activo y o, la vola-
tilidad, que representa la desviacion tipica de los rendimientos instantaneos del subyacente.

En este marco, la formula de Black-Scholes (1973) permite valorar el derivado mas habitual: la

call europea que da derecho a obtener una accion de dicho subyacente en un instante futuro T a
un precio K (llamado de ejercicio) fijado ahora. El precio de dicho derivado es:

C(Sy K 1T, 0)=SN(d,)-KeN (d)

siendo N la funcion de distribucion de la normal tipificada y

1 in % + s/

d+= +
oJT  Ke 2

De los distintos parametros del modelo, sdlo o no viene dada y hay que estimarla a partir de
datos de mercado. Un procedimiento consiste en partir de los precios cotizados en los mercados
y deducir cual es la volatilidad implicita que, usada en la formula de Black-Scholes, la hace coin-
cidir con el precio de mercado.

En la década de los ochenta quedé de manifiesto que el calculo de la volatilidad implicita para
distintos valores del precio de ejercicio, quedando fijos los demas parametros, conducia a dife-
rentes valores para o.

Luego o= o (K) es una funcion del precio de ejercicio y es indispensable tener en cuenta este
hecho a la hora de valorar los posibles derivados obtenidos a partir del subyacente S,. Este fend-
meno se conoce como la sonrisa de volatilidad, debido a la forma que tenia en las primeras
observaciones la grafica de o.
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La cosa se complica cuando se quieren modelizar opciones en las que intervienen diversos subya-
centes como, por ejemplo, en el caso de las opciones de la familia mountain: una clase de deriva-
dos introducida por Société Générale y cuya funcién de pago hace intervenir una cesta de numero-
sos (n) subyacentes de los cuales pueden ser tomados en consideracion sélo una parte de los mis-
mos (por ejemplo, se excluyen los n, peores y los n, mejores, obviamente con n, +n, < n).

Otro factor de complejidad radica en la posibilidad de cancelar el producto anticipadamente o en
la posibilidad de que la fecha de ejercicio esté abierta (opciones americanas).

Todo ello requiere la capacidad de modelizar de forma apropiada la dinamica de los subyacentes
y de sus volatilidades para poder resolver el problema de valoracién mediante simulacién Monte-
carlo. Es éste un problema no resuelto de manera satisfactoria y en el cual existe un amplio
campo de trabajo para los matematicos.

Los derivados sobre acciones (renta variable) representan sélo una pequefia parte del mercado global
de derivados. Otra parte la constituyen los derivados de renta fija y divisa y los de riesgo de crédito.

Los derivados de renta fija tienen como finalidad la gestion de la incertidumbre derivada de los
movimientos de los tipos de interés y los derivados de divisas aquella asociada a los tipos de
cambio. Su cuota de mercado es muy superior a la de los derivados de renta variable.

Los modelos usados en renta fija son mas complejos que los anteriores al tener que integrar la
informacion relativa a distintos plazos. Por ejemplo, la siguiente ecuacién se corresponde con una
version simplificada del Libor Market Model, uno de los modelos mas usados en este momento
en los mercados para la dindmica de los forward (tipos a plazo):

dF () & FOZ0 A n.e Monog
F@®) 5o 1+0;F;()

p
dt+ Z 7\i—m(t),q dW?
g=1

Aqui las A, son volatilidades observadas para los tipos forward a diferentes plazos y los W9 son movi-
mientos brownianos. El ndmero p de factores tiene que determinarse para proceder a los ajustes.

Las observaciones hechas mas arriba, en particular la existencia de una sonrisa dinamica que
hay que tener en cuenta en la valoracion, también son de aplicacién en este contexto, agrava-
das por la complejidad afiadida. Esto explica por qué la valoracion de estos derivados moviliza
hoy en dia una gran cantidad de quants.

Los derivados de riesgo de crédito, que permiten cubrirse del incumplimiento (default) de una con-
trapartida, son el otro gran foco de interés en este momento de los mercados financieros.

En general descansan en la modelizacion conjunta de los subyacentes susceptibles de incumpli-
miento, una cesta mas o menos grande, con el énfasis puesto en estos posibles incumplimientos
(first to default, second to default, etc.).
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El uso de este tipo de derivados ha supuesto la introduccion de lo que hasta hace poco se habria
considerado como supercomputacion, el uso de decenas o centenares de procesadores en parale-
lo, en no pocas instituciones financieras. En muchos casos, la simulacién Montecarlo tiene la
dificultad afiadida de una dimensionalidad alta. Son muchos los desafios, tanto mateméaticos como
computacionales, existentes en este campo.

Gestion de riesgos

Ya hemos sefialado la relacion entre derivados y gestion del riesgo, pero esta tiene otra faceta:
el capital econdmico o regulatorio. Las entidades financieras estan obligadas a tener parte de su
capital invertido en instrumentos muy liquidos con el fin de poder hacer frente a posibles pérdi-
das por riesgo de mercado, riesgo de crédito o riesgo operacional.

EL Nuevo Acuerdo de Capital (Basilea II) y su proxima plasmacion en normativa europea define
la manera de calcular dicho capital. Estos instrumentos més liquidos son menos rentables por lo
que el calculo eficiente del capital econémico es critico en la gestion de una entidad financiera.

A la hora de calcular este capital econémico se trata de hallar un determinado percentil de la distri-
bucién de pérdidas, previamente determinada. Este es otro ambito de trabajo para un matematico.

De los tres tipos de riesgos mencionados, el de mercado puede ser el mas conocido aunque el menos
relevante en términos de capital. Sin embargo queda mucho por hacer en cuanto a su modeliza-
cion, especialmente en cuanto a colas pesadas se refiere: las distribuciones empiricas presentan
unas colas con un peso mayor que el estimado a partir de una normal lo cual implica una proba-
bilidad mayor de sucesos extremos que la que cabe inferir a partir de la normal.

El riesgo operacional ha sido el Gltimo en ser incorporado por el Comité de Basilea y esta supo-
niendo el uso de modelos actuariales (loss distribution approach) con la dificultad afiadida de tener
que calcular un percentil elevado (99,9) por lo que la implementacion de este tipo de modelos
exige combinar procedimientos estadisticos avanzados, métodos numéricos y soluciones infor-
maticas innovadoras (grid).

El riesgo de crédito plantea una situacion algo distinta: aqui el regulador ha impuesto un mode-
lo unifactorial gaussiano a partir del cual se obtiene el capital econémico. Sin embargo cabe espe-
rar que en los préximos afos se vayan abriendo camino los modelos multifactoriales que permi-
ten recoger el efecto diversificacion de las carteras de crédito y éste es otro campo en el cual los
matematicos tendran algo que decir.

Las entidades financieras estan trabajando ya muy activamente en la implantacién del acuerdo
de Basilea. No cabe duda que en este proceso surgirdn no pocas oportunidades de colaboracion
universidad-empresa en cuanto a matematica aplicada y computacion se refiere.
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Otros aspectos

Aln sin tener la pretension de exhaustividad, es obligado mencionar, aunque sea brevemente,
otros aspectos de los posibles campos de aplicacién de las matematicas en finanzas.

En primer lugar, conviene sefialar que el modelo de Black-Scholes antes mencionado tiene varios
inconvenientes entre los que destaca su caracter simétrico y el hecho que las pérdidas realmente
observadas sean mayores y mas frecuentas que las previstas por los mismos. De ahi la existencia
de un esfuerzo por la bisqueda de modelos que describan mejor el comportamiento de los merca-
dos. Sefialemos en esa linea los trabajos destinados a sustituir el movimiento browniano por pro-
cesos de Levy. También cabe destacar los esfuerzos realizados para la aplicacion del Calculo de Mallia-
vin a las finanzas o una nueva linea de trabajo en lo que se ha denominado optimizacion robusta.

En no pocas situaciones surgen problemas de optimizacion complejos. La asignacion eficiente
de capital, la determinacion de activos para titulizar, la optimizacion de carteras que aparece en
muy diversas situaciones: fondos de pensiones o de inversion, fondos de gestion alternativa
(hedge funds) y otros, son algunos ejemplos de este tipo de problemas. Son muchas las cosas toda-
via por hacer en estos campos.

Es interesante sefialar que la gestion de riesgos ha saltado del mundo de las finanzas a otros
sectores: el energético (derivados de energia), el medio ambiente (emisiones de didxido de car-
bono), o el de los seguros (bonos catastrofe o derivados de meteorologia). Todos ellos plantean
nuevos retos relacionados con la modelizacion de nuevos subyacentes, en general no gaussia-
nos, con productos derivados poco liquidos, pero que son, sin lugar a dudas, una de las nuevas
fronteras para las mateméticas del riesgo.

Por dltimo diremos que el mundo de los seguros esta en visperas de una revolucion similar a la
que se ha producido en finanzas. La irrupcion del calculo estocastico en seguros es ya una reali-
dad y los trabajos de Solvencia II anuncian un marco regulatorio parecido al de Basilea II. Sin
lugar a dudas un nuevo campo de accion para enfoques cuantitativos.
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Abstract

Image processing and computer vision have become an active area of research for mathemati-
cians due to its impact in the development of new technologies. Its applications range from
industrial vision to medical imaging, satellite images, video processing, the postproduction of digi-
tal cinema and arts. This area of research is mostly directed by its immediate applications but it
requires a discussion of its mathematical foundations and the organization of its numerous con-
tributions and algorithms to understand its universality and the limits of its applicability. Mathe-
matical research can contribute to all aspects involved in the current activity in image proces-
sing: from modeling to the development and implementation of new algorithms without forget-
ting its mathematical analysis. To cover this set of activities we require the collaboration of engi-
neers, computer scientists, physicists and mathematicians. Mathematicians may contribute also
in all aspects and we want to stress the idea that its training is well adapted to discuss modeling
questions, a task that has been traditionally object of more attention by other communities.

The areas of application of image processing are numerous and without the intention of being
exhaustive, we could mention some of them: video processing and analysis (with its applica-
tions to surveillance, traffic control, tracking objects in motion, etc.), the creation of tools for
digital cinema post-production, the vast field of medical imaging (image reconstruction, interpre-
tation and aid to diagnostic), digital photography, stereo vision and 3D reconstruction from
image sequences, the restoration and interpretation of satellite images, shape recognition, the
search of image in the web, image compression, surface processing and its numerous applications,
image synthesis and its applications in cinema and video games, and a large etcetera both in basic
research and applications.

These fields of research and application do not fit exactly in any of the traditional mathematical
disciplines but require the ideas and contributions of many, if not all, of them. This is a great advan-
tage of image processing and computer vision related to its multi-disciplinary character, most —if
not all— of mathematical research areas have something to say: variational calculus, physical mode-
ling based on partial differential equations, geometry (differential, topological, discrete, ...), topo-
logy, data structures, stochastic processes, harmonic analysis and sampling theory, coding and
information theory, numerical analysis and optimization, optics, color theory, physics in and com-
puter science. Besides these areas we could mention all areas in which image processing applies.

By all these reasons and by its many applications image processing is probably going to attract
more attention in the mathematics community and it will be interesting to observe his evolu-
tion both in our country and in the rest of the world concerning the number of researches devo-
ted to it, and its connection with the industrial world.

As an illustration, in the expanded version of this text we described some of the application
fields mentioned above. We selected some fields without going into detail in some others by
reasons of space:



>
o
>

o
a
©

(=)

LAS MATEMATICAS Y EL PROCESAMIENTO DE IMAGENES

50

a) Video processing and digital cinema.

b) Digital photography.

c) Satellite image processing.

d) Three-dimensional image reconstruction from stereo pairs or video sequences.
e) Shape recognition and search of images in the web.

f) Medical Imaging.

g) Image coding and compression.

h) Computer graphics and surface processing.

Introduccion

El procesamiento de imagenes y la vision por ordenador se han convertido en un area de inves-
tigacion importante debido al rapido desarrollo de las nuevas tecnologias. Sus aplicaciones se
extienden desde la vision industrial a las imagenes médicas, las imagenes satelitales, el video y
el cine digitales y el arte. Esta investigacion estd dirigida por las aplicaciones pero requiere de
una discusion de sus fundamentos mateméaticos para poder organizar el cuerpo de las numerosas
contribuciones y algoritmos, comprender su universalidad y los limites de su aplicabilidad. La
investigacion matematica puede y debe contribuir a todos los aspectos involucrados en el pro-
cesamiento de imagenes: tanto a la modelizacién como al desarrollo e implementacién numérica
de algoritmos, sin olvidar su analisis mateméatico. Para cubrirlos se requiere de auténticos equi-
pos multidisciplinares que incorporen a ingenieros, informéaticos, fisicos y matematicos. Los mate-
maticos pueden aportar su experiencia en todos los aspectos; quisiéramos sefialar expresamente
que su formacion les permite abordar los problemas de modelizacién que tradicionalmente han
sido objeto de mayor atencion por parte de otras comunidades.

Los campos de aplicacion del procesamiento de imagenes son numerosos y sin pretender ser exhaus-
tivos podemos mencionar algunos de ellos : procesamiento de video (con sus mdltiples aplicacio-
nes: vigilancia, control de trafico, sequimiento de objetos en movimiento, etcétera) y la creacion
de herramientas para la postproduccion de cine digital, el ambito de las imagenes médicas (recons-
truccion, interpretacion y ayuda al diagnéstico), la fotografia digital, la vision estéreo y la recons-
truccion tridimensional a partir de secuencias de video, la restauracion e interpretacion de las
imagenes tomadas por satélites, el reconocimiento de formas y la blsqueda de iméagenes en la
web, la compresion de imagenes, el procesamiento de superficies, la sintesis de imagenes y la simu-
lacion para videojuegos y un largo etcétera tanto en los temas de investigacion basica como en
las aplicaciones.

Estos campos de aplicacion y desarrollo de la actividad investigadora no se encuadran dentro
de ninguna de las disciplinas tradicionales de las matematicas pero requieren de todas ellas.
Esta es la gran ventaja del procesamiento de imagenes ligada a su caracter multidisciplinar,
muchas por no decir todas las areas de las matematicas tienen algo que decir: el calculo de varia-
ciones, la modelizacion fisica apoyada en ecuaciones en derivadas parciales, la geometria (dife-
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rencial, topologica, discreta ...), la topologia, las estructuras de datos, la estadistica, la teo-
ria de procesos estocasticos, el analisis armoénico y la teoria del muestreo, la teoria de la
informacion, codificacion, el analisis numérico y la optimizacion, la dptica, la teoria del color,
y en general, la fisica, sin olvidar los aspectos de ingenieria e informatica. Hemos menciona-
do estas areas, pero podriamos sumar muchos ambitos de experiencia en los que las imagenes
se aplican.

Por todo ello y sobre todo por sus numerosas aplicaciones este area va a adquirir un gran desa-
rrollo en el futuro préximo y es interesante observar los movimientos dentro de la comunidad mate-
matica que se producen en los paises de nuestro entorno que afectan tanto al ndmero creciente
de investigadores dedicados a ello, como a la relacién con el mundo industrial y la creacion de
nuevas empresas.

A titulo ilustrativo, vamos a describir en lo que sigue algunos de los campos de aplicacién men-
cionados mas arriba sin que los temas elegidos signifiquen mas que otros sobre los que pasare-
mos brevemente por razones de espacio.

Algunos campos de aplicacion del procesamiento de imagenes

a) Procesamiento de video y cine digital

El transito desde el cine y la television analdgicas a la tecnologia digital plantea una serie de
problemas tecnoldgicos de interés practico. Los sistemas analégicos se caracterizan por tener
mas baja resolucion, niveles mas elevados de ruido y artefactos y menor flexibilidad, los siste-
mas digitales permiten imagenes mas nitidas con menores niveles de ruido y menos artefactos,
siendo mas robustas a la transmision.

La coexistencia de sistemas anal6gicos y digitales en TV y video requiere el poder intercambiar
los formatos de ambos sistemas segin diferentes niveles de calidad y complejidad. A los forma-
tos de produccion hay que afiadir los formatos del receptor (sistemas de display). Los receptores
han de ser capaces de convertir el formato recibido en el formato del dispositivo de display, a
ser posible en tiempo real. Estos formatos se definen por su muestreo espacio-temporal y su
relacién de aspecto [3]. La television usa un formato de muestreo llamado entrelazado mientras
que los ordenadores personales usan el llamado muestreo progresivo. El uso del ordenador como
pantalla de visualizacion plantea el debate entre el desarrollo algoritmos de des-entrelazado de
video o la produccion de video progresivo. La primera estrategia es de menor coste y permite la
compatibilidad con los formatos tradicionales de la television. Se necesitan pues algoritmos efi-
cientes que permitan la conversion de video entrelazado a video progresivo (IPC, Interlaced to Pro-
gressive Conversion), el aumento de la resolucion espacial (scan-rate conversion) y el aumento de
la resolucion temporal (frame-rate conversion).
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Por otra parte, en el contexto del cine, si bien la adquisicion y exhibicion siguen siendo primor-
dialmente analdgicas, en pelicula de 35mm, la etapa intermedia de postproduccion es cien por
cien digital en la mayoria de los casos. Y la tendencia ademas es a migrar de pelicula de 35mm
a video digital de alta resolucién, por su menor costo, manteniendo la calidad de imagen y la
apariencia del film.

Des-entrelazado: Elformato entrelazado es una forma de muestreo espacio-temporal.
Para evitar el parpadeo el ojo humano requiere una frecuencia temporal de unos 60 Hz lo que, con
la resolucion espacial de 625 lineas y el ancho de banda de la TV analégica original, permitiria tan
solo el display de unos 25 o 30 cuadros de imagen por segundo. Para resolver este problema cada
cuadro se divide en dos campos, en el primero se muestrean las lineas pares y en el segundo las
impares (o al revés). Dos campos consecutivos han de estar adquiridos en diferentes instantes de
tiempo. El proceso de des-entrelazado es la operacién que permite pasar del formato de video
entrelazado al formato progresivo duplicando la densidad de muestreo en la dimension vertical de
laimagen y eliminando el aliasing espacio temporal. Mencionemos un hecho importante: el muestreo
de video no cumple las demandas del teorema de Shannon ya que no se ha procedido a un filtrado
antes del sub-muestreo - lo que permitiria evitar el aliasing. La razén es que la degradacion del
filtrado (blurring) introducido seria peor que el aliasing. Esta caracteristica dificulta el problema de
la conversidn de formatos que no puede abordarse con métodos lineales de interpolacion. Los métodos
usados en la actualidad incorporan tanto la interpolacion espacial (que tiene en cuenta los contornos
de la imagen) como la compensacién o adaptacion al movimiento y las restricciones dadas por el
teorema generalizado del muestreo. Este es un ambito perfecto para el trabajo de un matematico,
pudiendo abordarlo en dos frentes: el analisis de las restricciones fisicas impuestas por el proceso
de adquisicion de las imagenes con el objetivo de mejorar los modelos y determinar los margenes
de calidad que pueden obtenerse, y el desarrollo de algoritmos que incorporen las restricciones de
funcionamiento en tiempo real. El trabajo [1] contiene una revision excelente sobre la relevancia

del problema y las técnicas mas comunes empleadas en los algoritmos de des-entrelazado.

Aumento de resolucion espacial: Elaumento de resolucién espacial de una imagen
a partir de varias de ellas tiene muchas aplicaciones ademas de la conversion de formatos de
video [3], desde las imagenes médicas a las imagenes satelitales, pasando por la mejora de la calidad
de impresion o las aplicaciones de video-vigilancia donde interesa magnificar objetos (como matriculas
de coche o caras) para reconocerlos. El aumento de resolucion es posible cuando se dispone de
varias imagenes diferentes de la misma escena u objeto que cuando son registradas (puestas en
el mismo sistema de referencia) presentan desplazamientos con precision por debajo del pixel. Si
estos desplazamientos existen y si ademas hay aliasing presente, no podemos deducir una imagen
a partir de la otra, lo que permite construir una imagen de mayor resolucion [16, 17]. Las secuencias
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de video, las imagenes adquiridas por satélites orbitando alrededor de la tierra, o diversas vistas
de una escena adquiridas con una camara proporcionan las diferentes imagenes con el movimiento
relativo necesario para construir una imagen de mayor resolucion. La estimacion del desplazamiento
relativo entre las diversas imagenes (digamos k de ellas de tamafio N x M) permite compensar ese
desplazamiento, lo que proporciona k x N x M valores en una reticula irregular que hay que transformar
en una imagen definida en una reticula regular cuadrada. De lo dicho se deduce que este problema
esta ligado a muchos otros: el calculo del desplazamiento relativo entre dos imagenes, problemas

de restauracion, de muestreo y de interpolacion, por destacar algunos de los ingredientes principales.

Aumento de resolucion temporal: Otro caso relevante en las aplicaciones es el
del aumento de resolucién temporal de una secuencia de video, ya sea para conversion de formatos
(pasar de los 25 cuadros por segundo del sistema PAL a los 30 de NTSC, por ejemplo), o en
postproduccién para generar efectos como el de cdmara lenta [16, 17]. Problemas analogos se
plantean si queremos cambiar el aspect-ratio de la secuencia.

Efectos en post-produccion digital de cine: Como mencionamos antes,
la practica habitual es que la post-produccion de cine se haga digitalmente adn cuando tanto el
material original como el de exhibicion sea pelicula analdgica 35mm. EL metraje filmado se escanea
a alta resolucion, se procesa digitalmente, y se transfiere de nuevo a film para su proyeccion en cines.
Tanto el escaneado de alta resolucién como la transferencia a film son procesos muy costosos, pero
que se justifican por la versatilidad que permite la post-produccion digital frente a la clasica
postproduccién de laboratorio éptico: procesos como el dosificado de color, zooms, re-encuadres,
se pueden hacer digitalmente en mucho menos tiempo, con mucho mejores resultados y a un coste
virtualmente independiente de la cantidad de pruebas (mientras que en efectos de laboratorio
cada prueba tiene el costo -nada despreciable- de la impresion de una copia). Por otro lado hay
efectos que sélo se pueden hacer bien digitalmente: noche americana [3], eliminacion de objetos,
dosificado no lineal de color, dosificado de color para objetos particulares de la secuencia, modificacion
de la profundidad de campo, eliminacién de ruido y restauracién de peliculas rayadas (scratches),
restauracion de peliculas con color desvaido, etc. Ello plantea una necesidad real de buenos y eficientes
algoritmos de segmentacion, tracking, restauracién (inpainting), estimacién de la profundidad de
la escena (depth from shading), correccién de color, etc. ([18]).
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b) La fotografia digital

El auge de la fotografia digital (con cdmaras o teléfonos méviles) y las posibilidades que con ella
se abren es un campo fértil para el desarrollo de herramientas de software dirigidas a la mejora de
la calidad de las imagenes, a la mejora del contraste de color, la correccion de distorsiones, la mejo-
ra de la nitidez, el aumento de resolucidn, etc [4]. Con estas herramientas técnicas los usuarios
pueden consequir con el teléfono movil fotografias de gran calidad. Este campo permite desarro-
llar y hacer efectivos muchos de los algoritmos basicos de procesamiento de imagenes.

¢) Procesamiento de imagenes satelitales

Esta es una de las areas tradicionales del procesamiento de imagenes para la que se han desarro-
llado y se siguen desarrollando muchos algoritmos: deconvolucion y eliminacion de ruido, fusion
de imagenes multiespectrales, reconstruccion de modelos digitales de elevacion de terreno y de
topografia urbana. Por otro lado, el uso de imagenes satelitales en agricultura o teledeteccion
plantea problemas de segmentacién y de reconocimiento de patrones, sean éstos rios, carrete-
ras, zonas urbanas, o rurales, por no hablar de las numerosas aplicaciones militares [19, 20].

d) Reconstruccién tridimensional a partir de imagenes estéreo o video

Esta es otra de las areas clasicas de la vision por ordenador, el de la reconstruccién tridimensio-
nal de una escena a partir de pares de imagenes estéreo o de secuencias de imagenes.

La base de estas aplicaciones es la geometria proyectiva y la calibracién de cdmaras y sus desa-
rrollos han sido espectaculares en los Gltimos 15 afios [5]. Entre otras mdltiples aplicaciones men-
cionemos la de la reconstruccion tridimensional de sitios histéricos o cascos urbanos a partir de
video lo que ofreceria posibilidades de navegacion mucho mas sofisticadas que las que podemos
tener actualmente con Google Earth [6]. Finalmente y en el &mbito de las aplicaciones médicas,
podemos mencionar a titulo de ejemplo la reconstruccion - y visualizacion - del tracto digestivo
a partir de las imagenes obtenidas por endoscopia [7].

e) Reconocimiento de formas y blsqueda de imagenes en bases de datos

El reconocimiento de formas es uno de los objetivos fundamentales del analisis de imagenes y, a
pesar de los desarrollos espectaculares que se han producido en tiempos recientes, alin estamos
lejos de poseer algoritmos industriales, por ejemplo, para la deteccion de logos en la publicidad
[8]. Las numerosas aplicaciones industriales van a ser un motor de desarrollo de este campo: pién-
sese en la necesidad de buscar imagenes por su contenido en la web (comparese con la facilidad
para buscar textos) u otras bases de datos (piénse en la posibilidad de identificar un objeto
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concreto en una base de datos de objetos robados) [9]. Entre otras posibles aplicaciones indus-
triales mencionemos las ligadas al control de calidad, piénsese en el control automatico de la
calidad en industrias de azulejos por analisis de los patrones de textura de los mismos.

Por otra parte, el reconocimiento de formas o patrones es el hecho clave de la vision humana y
su estudio esta relacionado con la psicologia y la neurociencia [21]. La interaccion de estas dis-
ciplinas es fundamental para el avance de la visién computacional.

f) El campo del procesamiento y analisis de las imagenes médicas

Este es uno de los campos mas vastos dentro del procesamiento de imagenes y abarca desde su
adquisicion hasta su procesamiento e interpretaciéon como ayuda al diagnéstico. Aunque existen
numerosos equipos de investigacion dentro de las empresas que construyen los aparatos de adqui-
sicion, el analisis de estas imagenes como ayuda al diagnostico es un campo en el que queda
mucho camino por recorrer. Existen grupos de investigadores especializados en el estudio de
imagenes de cada uno de los 6rganos del cuerpo humano: cerebro, corazdon, higado, sistema vas-
cular, etc. En muchos de estos casos, el primer paso es la segmentacién para la reconstruccion
tridimensional del organo en cuestion a partir de las imagenes dadas. Para mencionar un ejem-
plo que ilustra las maltiples implicaciones del problema, mencionemos el caso del estudio del
sistema vascular: este estudio requiere la obtencién de modelos anatémicos individualizados, el
estudio y caracterizacion morfoldgica del dicho sistema o alguna de sus partes donde haya un pro-
blema, y eventuales simulaciones de dinamica de fluidos para comprender las presiones a que se
ve sometida la estructura en cuestion [10, 11]. Hemos mencionado este caso para dar a enten-
der la complejidad del problema y la necesidad de una interaccién multidisciplinar que sélo esté
al alcance de equipos muy potentes y estructurados.

g) Codificacion y compresion de imagenes

Este area es una de las que han tenido un desarrollo mas espectacular en los Gltimos 20 afios
llevando al desarrollo de los estandares actuales de compresion tipo JPEG o MPEG [13, 14]. Los
desarrollos en compresion de imagenes han estado ligados a la palabra clave "wavelets" (ondi-
culas, en castellano) y el actual JPEG 2000 [12] esta basado en esta herramienta de compresion.

Las wavelets se desarrollaron a partir de una interaccion fructifera entre ingenieros, fisicos y mate-
maticos, y podemos decir en este caso, que los matematicos jugaron un papel fundamental [15].
Los nombres de Jean Morlet, Alex Grossman, Yves Meyer, Stéphane Mallat, Ingrid Daubechies son
nombres de actores principales en este capitulo. Actualmente, la compresion sigue atrayendo la
atencion de muchos investigadores (como se refleja en las numerosas publicaciones en revistas
y congresos) debido a la cantidad inmensa de datos que almacenar.
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h) Graficos por ordenador y procesamiento de superficies

Esta es un area muy desarrollada con fuertes conexiones industriales como por ejemplo con la
industria del automévil, la industria del cine o los videojuegos. Existen ya multiples herramien-
tas para crear imagenes sintéticas o representar y visualizar superficies de objetos industriales con
la iluminacién adecuada [7]. Algunos de los problemas arriba mencionados, como la reconstruc-
cion del tracto digestivo a partir de endoscopias, o la reconstruccion de zonas urbanas o sitios
histéricos a partir de videos reales, plantean numerosos problemas de reconstruccion y visuali-
zacion de superficies, que atraen la atencion de los investigadores [22], y que merecen ser
impulsados en el contexto nacional.

Digamos, finalmente, que estos ejemplos son s6lo eso, ejemplos en un vasto mar de aplicacio-
nes en las cuales interviene el procesamiento de imagenes y la vision por ordenador, y esto no
es mas que un ejemplo de procesamiento de datos siendo éstos datos con estructura geométrica
bidimensional (como es el caso de las fotografias), tridimensional (caso de imagenes 3D o secuen-
cias de video), o incluso tetra-dimensional (para el caso de imagenes 3D en movimiento).
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Abstract

Galileo said that “the book of nature is written in mathematical language”. This idea is totally con-
firmed by the development of modern science and especially by physics. It is surprising to see how
the different mathematical theories always end up describing some phenomenon in nature. Not-
hing expresses this better than the much-quoted phrase of Eugene Wigner, who refers to “the unre-
asonable effectiveness of mathematics in physics”.

Mathematics and physics have a long and fruitful history of interaction. In the classical era, asso-
ciated with names such as Newton, Laplace and Hamilton, little distinction was made between the
disciplines of mathematics and physics. Geometry and analysis, especially the study of differential
equations, played a unifying role. The modern era, however, saw a growing separation between mat-
hematics and physics, although of course the two still influenced each other. An important example
of interacion is that between Einstein's general relativity and Riemannian geometry. Einstein's the-
ory, which replaces Newton's theory of gravitation, is based on radically different ideas, linked to non-
Euclidean geometries introduced by Riemann in the 19th century, when nobody suspected that so abs-
tract mathematics had anything to do with reality! Another crucial interaction takes place with the
appearance of quantum mechanics in the 1920s. When at the beginning of the 20th century the
theory of Hilbert spaces was being developed in mathematics, nobody imagined that this would supply
the basic language to express the laws that govern the quantum phenomena in nature.

The fact is that the interaction between mathematics and physics is a two-way path, producing bene-
fits for both disciplines. On the one hand, the theories developed by mathematicians are being
used by the physicists more and more frequently in the current developments in physics. But what
is really surprising is that ideas coming from physics are giving rise to new and important results
in mathematics. In this regard, in the last thirty years, the interaction between geometry and phy-
sics has produced one of the most refreshing events in 20th century mathematics, with enormous
ramifications and a scope so vast that can dominate the mathematics of the 21st century.

After the successful interaction between Einstein's theory of relativity and differential geometry
there was a gradual divergence between geometry and physics. But all this changed abruptly in
the middle 1970s after the emergence of gauge theories with their differential-geometric back-
ground, as the favoured framework for the quantum field theory of elementary particles. From a
mathematical point of view, gauge theory has produced espectacular results in the study of the
topology and the geometry of low-dimensional manifolds.

In spite of the great success of quantum field theory with its surprising physical predictions,
and its mathematical applications, this is an incomplete theory since it does not incorporate the
theory of gravitation —an unresolved central problem in theoretical physics. However, in the 1980s
string theory has emerged as a serious candidate to solve this problem. From a mathematical point
of view, string theory has motivated tremendous developments not only in differential geometry
and topology, but most surprisingly, in algebraic geometry. The impact of physics on geometry has
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been such that, as Michael Atiyah suggests, one is tempted to reverse the Wigner's dictum and
wonder at “the unexpected effectiveness of physics in mathematics”.

It is difficult to predict the future, but judging from the activity developed in last three decades
and its enormous implications, everything indicates that the interaction between mathematics
and physics has a long and bright future.

Introduccion

Todo el mundo sabe que los fisicos, quimicos, bidlogos y otros cientificos utilizan constante-
mente las matematicas en su trabajo. Lo que es menos sabido, sin embargo, es hasta qué punto
las matematicas estan inextrecablemente unidas a las teorias cientificas que describen las leyes
de la naturaleza. Como dice Galileo “el libro de la naturaleza esta escrito en lenguaje matemati-
co”. Esta idea se ve plenamente confirmada por el desarrollo de la ciencia moderna y especial-
mente por la fisica. Resulta sorprendente como las diversas teorias matematicas acaban siempre
por describir algin fendmeno de la naturaleza. Nada expresa mejor este hecho que la muy cita-
da referencia de Eugene Wigner a la “irrazonable eficacia de las matematicas en la fisica”.

En este articulo, intentaremos ilustrar con algunos ejemplos esta extraordinaria eficacia de las mate-
maticas en la fisica. Pero lo cierto es que la interaccion entre las matematicas y la fisica da lugar
a un camino de ida y vuelta con beneficios para ambas disciplinas. Los matematicos se sienten
muy satisfechos de ver que teorias que ellos han desarrollado resultan ser tiles a los fisicos y estan
siendo utilizadas con mayor frecuencia en los mas recientes desarrollos de la fisica. Sin embargo,
lo que resulta mas sorprendente es que ideas provenientes de la fisica hayan dado lugar a nuevos
e importantes resultados en matematicas. En este sentido, en los dltimos treinta afios la interac-
cion entre geometria y fisica ha dado lugar a uno de los eventos mas refrescantes en las matema-
ticas del siglo XX, con enormes ramificaciones y un alcance tan vasto que puede llegar a dominar
las matematicas del siglo XXI. Como sugiere Michael Atiyah, uno se siente tentado de invertir la
frase de Wigner y reflexionar sobre la “inesperada eficacia de la fisica en las matematicas”.

Matematicas y Fisica: una larga historia de intercambios

En el periodo “clasico”, asociado a nombres tales como Newton, Laplace y Hamilton, se hacia poca
distincion entre las disciplinas de matematicas y fisica. La geometria y el analisis, principalmen-
te el estudio de ecuaciones diferenciales, jugaron un papel unificador fundamental. Es evidente
que la fisica hizo progresos espectaculares gracias a la creacion por Newton y Leibniz del calcu-
lo diferencial e integral. Otro ejemplo importante de interaccion, entre los muchos que se pue-
den mencionar en este periodo, lo constituye la creacion de las series de Fourier para describir
la propagacion del calor. Se trata de sumas infinitas de funciones trigonométricas que han juga-
do posteriormente un papel fundamental en las ciencias y en las tecnologias.
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La era moderna ha visto, sin embargo, una creciente separacion entre las matematicas y la fisica.
Por supuesto, ambas se han influido mutuamente. Por ejemplo, la teoria del electromagnetismo
desarrollada por Maxwell a finales del siglo XIX, esta en los origenes de la teoria de Hodge de for-
mas armonicas desarrollada en los afios 1930. Otro ejemplo alin mas conocido lo proporciona la
interaccion entre la teoria de la relatividad de Einstein y la geometria Riemanniana. La teoria de
Einstein, que viene a suplantar la teoria de la gravitacién de Newton, reposa en conceptos radi-
calmente distintos, ligados a geometrias no euclideas introducidas por Riemann en el siglo XIX,
icuando nadie sospechaba que unas matematicas tan abstractas tuvieran algo que ver con la rea-
lidad! No cabe duda de que la teoria de la relatividad ha impulsado a su vez el desarrollo de la
geometria Riemanniana. También en el siglo XIX, Hamilton desarroll6 la mecénica clasica, intro-
duciendo el denominado formalismo hamiltoniano. La mecénica clasica ha dado lugar a la geome-
tria simpléctica, cuyo pleno desarrollo sélo se ha producido en tiempos recientes.

Es en la teoria de la relatividad de Einstein donde por primera vez se aplica de forma consciente
el principio de simetria. Este principio, que expresa la regularidad de ciertas propiedades o la
conservacion de determinadas cantidades, jugara un papel fundamental en toda la fisica tedrica
del siglo XX. Pues bien, detras de la idea de simetria esta la nocion de grupo de Lie. La teoria de
grupos de Lie iniciada por Lie en el siglo XIX, y posteriormente desarrollada por Cartan y otros,
proporcionara uno de los objetos mas unificadores dentro de las matematicas y de la fisica teo-
rica. La simetria de la teoria de la relatividad no es mas que la invariancia de las ecuaciones de
Einstein bajo la accion del grupo de Lie de transformaciones de Lorentz. La geometria Rieman-
niana, la geometria de Kahler de variedades compleja y la geometria simpléctica son simplemen-
te geometrias asociadas a los grupos ortogonal, unitario y simpléctico, respectivamente —los
denominados grupos de Lie clasicos, que junto con algunos grupos de Lie excepcionales han
jugado un papel muy importante en la historia de las matematicas del siglo XX—. Este modo de
ver la geometria es ya preconizado por Klein en su “Programa de Erlangen”.

En una linea mas analitica, la teoria de grupos de Lie ha dado lugar al denominado analisis
armoénico no commutativo. Se trata de una generalizacion de la teoria de Fourier, donde las
series de Fourier o integrales de Fourier corresponden esencialmente a los grupos de Lie conmu-
tativos definidos por el el circulo y la recta real. Cuando uno reemplaza estos grupos por grupos
de Lie mas complicados se obtiene una bella y elaborada teoria en la que se combinan el anali-
sis y la teoria de representaciones de grupos de Lie.

En teoria de nimeros, el denominado “Programa de Langlands” se desarrolla dentro del contexto de
la teoria de grupos de Lie. Todo grupo de Lie lleva asociada una teoria de nlmeros y un programa de
Langlands, desarrollado en gran medida. Este programa ha influido en gran parte del trabajo realiza-
do en teoria algebraica de nimeros durante la segunda mitad del siglo XX. El estudio de formas modu-
lares, incluido el trabajo de Wiles sobre el dltimo teorema de Fermat, entra dentro de este contexto.

Otra interaccion crucial entre matematicas y fisica se produce con la aparicion de la mecéanica
cuantica en los afos 1920. Cuando a principios del siglo XX se desarrolla en matematicas la teo-
ria de espacios de Hilbert, nadie imaginaba que ésta proporcionaria el lenguaje basico en el que
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se expresan las leyes que rigen los fendmenos cuanticos de la naturaleza. Este papel de los espa-
cios de Hilbert en la mecéanica cuantica dio a su vez un tremendo impulso a la teoria espectral
de operadores y la teoria de representaciones de grupos de Lie.

Hay otros desarrollos importantes en los que las matematicas han ido por delante de la fisica.
Entre estos, cabe mencionar la teoria de espinores, cuyos origenes se encuentran en Hamilton y
Clifford y que fue desarrollada posteriormente por Cartan y Weyl. Su introduccién por Dirac en la
fisica ha resultado absolutamente basica ya que estos objetos permiten describir los fermiones
de las teorias fisicas. En matematicas los espinores se entiende bien algebraicamente y su papel
en la teoria de representaciones del grupo ortogonal proporciona la conexion con la fisica. No obs-
tante el significado geométrico de los espinores sigue siendo un verdadero misterio.

Recientes interacciones entre geometria y fisica

Tras la exitosa y fructifera interaccion entre la teoria de la relatividad de Einstein y la geometria
diferencial, se fue produciendo un gradual alejamiento entre la fisica y la geometria. La plétora
de nuevas particulas surgidas con la introduccion de los grandes aceleradores después de la segun-
da guerra mundial, y la lucha de los tedricos por manipular los infinitos que plagaban las teorias
cuanticas de campos, estaban lejos de interesar a los matematicos. Por supuesto, hubo matema-
ticos que desesperadamente trataron de sentar desde la retaguardia los fundamentos teéricos, mien-
tras que los fisicos adquirian gran virtuosismo en el manejo de los diagramas de Feynman y en el
uso de las simetrias de los grupos de Lie, que gradualmente pusieron cierto orden en el panora-
ma. Pero todos estos esfuerzos deben poco a la comunidad matematica en general.

Todo esto cambi6 abruptamente en la mitad de los afios 1970 con el surgimiento de las teorias
gauge, en particular la teoria de Yang-Mills, introducida veinte afios atras por los fisicos Yang y
Mills. Fundamentadas en la geometria diferencial, estas teorias proporcionan la herramienta
apropiada para describir la teoria cuantica de campos de particulas elementales. No sélo se dis-
ponia ya de un lenguaje comin sino que progresivamente se fue viendo que los aspectos mas
delicados en un frente y otro estaban profundamentamente relacionados. Esto lo ilustra maravi-
llosamente la relacién entre las “anomalias” de la teoria cuantica de campos —Ila violacion de
determinadas simetrias de una teoria clasica al pasar a la teoria cuantica— y el teorema del
indice de Atiyah-Singer por el que ambos autores han recibido recientemente el premio Abel
(que se afade a la medalla Fields recibida por Atiyah en 1966).

La base geométrica de las teorias de Yang-Mills se encuentra en la geometria diferencial de fibra-
dos cuyo objeto fundamental es el estudio de conexiones y su correspondiente curvatura. Uno de
los ingredientes fundamentales es el grupo de gauge —un grupo de Lie que describe cierto tipo
de simetrias internas, denominadas simetrias de gauge—. El modelo estandar, por el que Glas-
how, Salam y Weinberg recibieron el premio Nobel en 1979, consigue unificar en una sola teoria,
con una eleccion conveniente de grupo de gauge, tres de las cuatro interacciones fundamentales
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de la naturaleza: la interaccion electromagnetica, la interaccion débil y la interaccion fuerte.
Estas dos Gltimas fuerzas son relevantes en los fénomenos cuanticos a pequefa escala, que tie-
nen lugar en los nlcleos de los atomos y son responsables en gran medida de la estabilidad de la
materia.

Desde el punto de vista matematico, las teorias de Yang-Mills fueron utilizadas de modo espec-
tacular por Donaldson (medalla Fields 1986) en los afios 1980 en el estudio de la clasificacion
de las variedades diferenciables de dimensién cuatro —precisamente la dimensién del espacio-
tiempo de Einstein—. Haciendo uso del espacio de soluciones a las ecuaciones de Yang-Mills —
ecuaciones en derivadas parciales no lineales—, Donaldson fue capaz de penetrar de manera
profunda en la estructura de las variedades de dimension cuatro. Otra sorprendente aplicacion
de la teoria cuantica de campos es al estudio de nudos en varieadades de dimension tres. Los
trabajos de Witten en este campo le valieron la medalla Fields en 1990. Mas recientemente, la teo-
ria de Seiberg-Witten, que involucra espinores ademas de conexiones ha permitido obtener algu-
nos de los resultados de Donaldson de un modo mas simple.

A pesar del éxito de la teoria cuantica de campos con sus sorprendentes predicciones fisicas, y
sus aplicaciones a problemas basicos de matematicas, ésta resulta ser una teoria incompleta al
no incorporar la fuerza gravitatoria —la otra interaccién fundamental de la naturaleza—. Este
es uno de los problemas centrales de la fisica tedrica que estd adn sin resolver. En los afios 1980
ha surgido una teoria cuya creciente coherencia a lo largo de los dltimos afios la esta convirtien-
do en seria candidata a la resolucion del problema: la teoria de cuerdas. De modo muy aproxima-
do, se puede decir que en esta teoria los objetos fundamentales no son particulas asimilables a
puntos, como se considera en las teorias cuanticas de campos tradicionales, sino una especie de
cuerdas minGsculas. Las diferentes particulas conocidas corresponderian a distintos modos de
vibracion de estas cuerdas, algo analogo a como las diferentes vibraciones de una cuerda de vio-
lin corresponden a las distintas notas musicales. La teoria de cuerdas incorpora ademas una
simetria que los fisicos consideran imprescindible: la supersimetria. Asi se habla de teoria de super-
cuerdas. La supersimetria intercambia bosones (particulas con espin entero, como los fotones)
con fermiones (particulas con espin semientero, como los electrones).

Una de las consecuencias mas dramaticas de la teoria de cuerdas es que, para ser una teoria
coherente, el espacio-tiempo debe tener mas dimensiones que las cuatro usuales. En la teoria
actual el namero de dimensiones es diez (aunque en la mas reciente denominada teoria M, direc-
tamente relacionada con la teoria de cuerdas, esta dimension es once). Se podria decir que en
cada punto del espacio-tiempo usual hay un espacio compacto de dimension seis de tamafio extre-
madamente pequefio. Esta es una idea que tiene sus origenes en la teoria de Kaluza-Klein de los
afios 1920 —cuando los gedmetras llevaban ya tiempo explorando espacios de dimension supe-
rior—. Estos “pequefios” espacios son de gran interés y conectan con teorias geométricas de enor-
me actualidad (variedades de Calabi-Yau, variedades con holonomia especial, etc.).

Uno de los hechos mas notables en la moderna interaccion entre geometria y fisica es el papel
tan preponderante que juega la topologia. Retrospectivamente, el origen de esto se encuentra
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ya en Dirac, cuya explicacion de la cuantizacion de la carga eléctrica es esencialmente topoldgi-
ca. Pero todavia mas notable resulta el papel que desde hace unos afios y en la actualidad juega
la geometria agebraica. Resulta absolutamente sorprendente que dualidades basicas de la teoria
de cuerdas y de la teoria M se expresen en términos de objetos tan abstractos como las catego-
rias derivadas, y que los espacios de moduli que parametrizan estructuras geométricas, extensa-
mente estudiados por los gedmetras algebraicos, formen hoy parte de la jerga habitual de la fisi-
ca teodrica. Esta interaccion esta dando lugar en estos momentos a uno de los periodos mas fruc-
tiferos de la historia de la geometria algebraica.

Perspectivas futuras

Es dificil predecir el futuro, pero a juzgar por la actividad desarrollada en las Gltimas tres déca-
das y sus enormes implicaciones, todo parece indicar que la interaccion entre matematicas y
fisica tiene un largo y brillante porvenir. No es en vano que este campo de investigacion ha
atraido y sigue atrayendo a algunos de los mas brillantes investigadores, lo que se refleja, por
ejemplo, en el ndmero considerable de medallas Fields concedidas en los dltimos afios en esta
area. Uno de los aspectos mas interesantes y ricos de esta interaccion es su caracter marcada-
mente multidisciplinar, involucrando un gran ndmero de areas fundamentales de la fisica teorica
y de las matematicas. Es absolutamente fascinante y sorprendente constatar a lo largo de la his-
toria como incluso las matematicas mas basicas y abstractas juegan un papel fundamental en la
descripcion de teorias fisicas, que posteriormente dan lugar a nuevas y avanzadas tecnologias.
Parece claro que esto seguira sucediendo no solo en relacion con la fisica, sino con otras cien-
cias, como la biologia, para las que muy probablemente nuevas y fundamentales teorias mate-
maticas deberan ser desarrolladas.
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Abstract

Models play a major role in Materials Science. They help to understand, and even predict, the beha-
vior of novel materials. Models allow us to put bounds on the values of parameters where a
given material may show interesting features. They are also of great help in the design of devi-
ces based on new materials.

Models in Material Science come with different levels of mathematical rigor. The ultimate goal is
a quantitative understanding of a system where many competing interactions play a role. A rese-
archer working on the modelling of new materials requires a significant mathematical background,
acquired during a Ph. D. period fully devoted to mathematical models.

The tools used in this field are also very varied. Some problems are dealt with using methods of
numerical analysis. The existence of simplified versions of some models for which a full analyti-
cal solution can be obtained is of great help. Finally, many useful results are obtained by means
of perturbative calculations and asymptotic analysis.

There are a number of topics in Materials Science where a long and fruitful experience of colla-
boration between mathematicians, physicists and chemists exists, such as heat diffusion, turpu-
lence, or continuum elasticity. The greater complexity of the problems addressed now implies
that the number of active researchers, and techniques used is much greater than in the past.
Among the many interesting problems being studied today, we mention I) nanomechanic osci-
llators [1, 2], IT) magnetic materials whose electronic properties can be finely tuned [3, 4], and
III) pattern formation out of equilibrium.

Introduccion

Uno de los aspectos de la investigacion en Ciencia de Materiales es la modelizacion del
comportamiento y propiedades de nuevos materiales. Ello permite, por ejemplo, acotar el tipo
de sistemas y parametros a estudiar experimentalmente para una funcionalidad dada, enten-
der resultados que se apartan de lo esperado, o incluso predecir nuevos comportamientos
alin no observados.

Los modelos en Ciencia de Materiales tiene un nivel y rigor matematico muy variado, aunque se
pretende una compresion lo mas cuantitativa posible del fendmeno a estudiar. En general, los
investigadores que trabajan en este campo han necesitado ampliar su formacion matematica en
unos estudios de doctorado.

Las herramientas matematicas que se utilizan son también muy variadas. Asi, el estudio de los
materiales cristalinos o de las transiciones de fase requiere unos conocimientos extensos de
simetrias y teoria de grupos. La simulacion del comportamiento de materiales se trata con téc-



nicas de analisis numérico. Es de gran utilidad la definicion de modelos con solucidn exacta,
que sirven de referencia para el estudio de procesos mas complejos pero mas préximos a los
materiales de interés. Finalmente, muchos resultados Gtiles se consiguen mediante técnicas per-
turbativas o desarrollos asintéticos en las proximidades de situaciones bien entendidas.

Existen temas en Ciencia de Materiales con una gran tradicién en interacciones fructiferas entre
la matematica avanzada y las investigaciones practicas. Aspectos clasicos son los estudios de difu-
sion del calor, de la turbulencia, o la teoria de la elasticidad. La mayor complejidad de los pro-
blemas estudiados ha conducido, en general, a una mayor sofisticacion de las técnicas matema-
ticas utilizadas, y a un aumento del ndmero relativo de investigadores dedicados a los aspectos
teoricos de la Ciencia de Materiales. A continuacion se describen algunos ejemplos muy actuales
que ilustran el tipo de temas donde se aplican conocimientos matematicos avanzados para la com-
prension de fendmenos de gran interés por sus aspectos de ciencia experimental basica, y por
sus posibles aplicaciones practicas.

Resonadores de muy pequena dimension

Un grupo de sistemas muy recientes que estan siendo intensamente estudiados son los resona-
dores mecanicos de pequefia dimension [1, 2] (nanoelectromechanical resonators, NEMs). Se
trata de elementos mecanicos, como vigas o cables, de dimensiones menores de una micra. Los
modos de vibracion posibles tienen energias relativamente grandes, debido a sus pequefias dimen-
siones y a las restricciones sobre las posibles longitudes de onda que ello impone.

Las técnicas actuales de investigacion a bajas temperaturas permiten llegar a situaciones donde
la energia térmica de estos osciladores es comparable con el cuanto de energia asociado a sus
modos normales. Por lo tanto, se trata de elementos mecanicos, en muchos aspectos similares a
los estudiados en muchas ramas de la ingenieria, pero que necesitan de una descripcién que
tenga en cuenta efectos cuanticos. Los sistemas con un gran nimero de d&tomos, como estos,
pero que presentan propiedades asociadas a la mecanica cuantica, constituyen un tema de gran
interés en investigacion basica, dadas las paradojas que se producen al extrapolar las leyes de la
mecénica cuantica al mundo macroscépico.

Desde un punto de vista mas practico, las pequefias dimensiones de estos sistemas hacen que
que sus frecuencias normales sean muy sensibles a pequefias modificaciones. Ello hace que estos
sistemas puedan ser utilizados como detectores de sustancias con gran precision. La adhesion
de una sola molécula orgénica de grandes dimensiones induce cambios en las propiedades meca-
nicas del sistema que pueden ser observados experimentalmente.

La modelizacién previa facilita considerablemente el disefio y estudio experimental de estos
sistemas. Esta modelizacion requiere de técnicas matematicas diversas y complejas. Son nece-
sarias ecuaciones del continuo (elasticidad e hidrodinamica) que pueden ser tratadas anali-
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tica o numéricamente. El efecto de las imperfecciones y el desorden se ve amplificado por
las pequeiias dimensiones de los dispositivos, lo cual conlleva la necesidad de técnicas
estadisticas sofisticadas. Finalmente, los aspectos cuanticos del problema implican la nece-
sidad de relacionar las descripciones continuas, validas a grandes escalas, con los modelos
cuanticos a escalas atdmicas.

Materiales magnéticos con propiedades electronicas variables

Los ordenadores actuales contienen elementos magnéticos de almacenamiento, estables, de
poco consumo energético, pero con tiempos de respuesta lentos, y circuitos electronicos basa-
dos en semiconductores para la realizacién de operaciones, rapidos, pero de alto consumo, y
volatiles. Un tema de gran interés en Ciencia de Materiales es el estudio de sistemas magnéti-
cos conductores en los que las propiedades electronicas sean altamente dependientes de las
propiedades magnéticas.

Los materiales en estudio son especialmente complejos, dado que su composicion ha de incluir
elementos magnéticos, elementos que den lugar a electrones deslocalizados que puedan trans-
mitir sefiales eléctricas, y elementos que den estabilidad al conjunto. Muchos esfuerzos se cen-
tran en el estudio de 6xidos de metales magnéticos [3, 4].

La investigacion en este tema se realiza de forma interdisciplinar, combinando la sintesis quimi-
ca, la caracterizacion de sus propiedades fisicas, y la modelizacion del comportamiento esperable
en nuevos compuestos adn por producir. La modelizacion es especialmente importante dado que,
debido al elevado nlmero de elementos a combinar, el nimero de compuestos posibles es muy gran-
de. Se utiliza el analisis numérico a gran escala, para estudiar las propiedades globales de estabi-
lidad de los compuestos. El estudio del posible orden magnético, y de las transiciones de fase
asociadas, requiere de técnicas estadisticas. Las propiedades electronicas fuera del equilibrio se
pueden tratar mediante analisis perturbativos alrededor de situaciones de equilibrio sencillas. Final-
mente, la complejidad de estos sistemas se ve aumentada por el papel importante que juegan diver-
sos tipos de desorden, cuya modelizacion también requiere de técnicas estadisticas avanzadas.

Formacion de patrones fuera del equilibrio

El estudio de la formacion de patrones en procesos fuera del equilibrio es un campo muy amplio
de la Ciencia de Materiales, ademas de tratarse de un tema de interés en otras areas, como la Astro-
nomia o la Biologia. La sintesis de muchos materiales se produce en situaciones muy lejanas al
equilibrio térmico. Se puede utilizar la tendencia de estos procesos a formar patrones caracteris-
ticos para la creacion de estructuras autooganizadas. Desde un punto de vista mas fundamental,
los procesos fuera del equilibrio constituyen un desafio teérico y experimental, en contraste con
el conocimiento acumulado sobre los diagramas de fases de los materiales en equilibrio.



Una clase ampliamente estudiada de estos procesos es la formacion de estructuras en los proce-
sos de solidificacion, como la generacién de dendritas, o de formas hexagonales en la formacion
de hielo y nieve. Los modelos teéricos son fundamentales para aislar las causas mas importantes
de estos fendmenos. Un avance muy importante en este sentido, ha sido la comprension de las
estrechas relaciones entre el crecimiento de dendritas durante la formacién de un cristal, la for-
macion de dedos viscosos en la difusion de liquidos inmiscibles, la agregacion que genera los
granos de polvo que flotan en la atmésfera, o la estructura que forman las grietas durante la
fractura de un material [5, 6].

Una parte importante de los avances en este campo se ha producido gracias al desarrollo de
modelos matematicos sofisticados. Estos modelos combinan el analisis numérico, técnicas de ecua-
ciones diferenciales en problemas con fronteras méviles, transformaciones conformes de unas for-
mas a otras, y desarrollos asintdticos validos cuando determinados parametros de control son peque-
fios. Estos avances, a su vez, son aplicables a problemas en otras areas, como la formacion de
grandes estructuras en el universo, o la aparicién de las mismas formas en diversos seres vivos.

Conclusiones

Se han descrito diversos problemas, muy generales, en Ciencia de Materiales donde modelos
matematicos sofisticados son muy necesarios para el avance de en su comprension. El tipo de
modelos es muy amplio, y se utilizan muchos aspectos de la Matematica Aplicada.

Los modelos utilizados en Ciencia de Materiales sirven, ademas, para subrayar las analogias
entre procesos observados en otras ramas de la Ciencia, facilitando el avance en temas de carac-
ter interdisciplinar.
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Abstract

Optimization is behind any planned human activity. Airlines companies schedule crews and air-
craft to minimize cost. Investors seek to design portfolios in order to avoid excessive risks
while they try to achieve high returns. Firms aim for a maximum of efficiency in planning
their production processes.

Moreover, nature also optimizes, and physical systems tend to a minimum energy state. The mole-
cules in an isolated chemical system react with each other until the total potential energy of
their electrons is minimized. Finally, rays of light follow paths that minimize their travel time.

To use optimization one starts by identifying some objective, a quantitative measure of the per-
formance of the systems which are being analyzed. This objective might be profit, time, poten-
tial energy, or any magnitude that can be represented by a single number. The objective will depend
on certain features of the system, called variables. The goal is to find values of the variables
that optimize the objective. Often the variables are constrained, in some way. The process of
identifying objective, variables, and constraints is known as modeling. Constructing an appro-
priate model is the first step, sometimes the most important, in the optimization process. Once
the model has been formulated, an optimization algorithm will be used to find its solution. The-
re is no universal optimization algorithm, and each one is specially tailored to a particular type
of optimization problems. Finally, the model may be improved by means of some sensitivity
analysis, which reveals how much sensitive is the solution to changes in the data and in the model.

Nowadays, there are many research groups working in optimization in different Spanish univer-
sities. Some of these groups are more involved in theoretical research, and others are more inte-
rested in applications. These groups have achieved a high degree of international recognition,
they publish frequently in the most prestigious scientific journals, and they are responsible of
the organization of relevant scientific events. Some of these teams also practice R&D and act as
consulters of important firms, organizations, etc. The optimization fields in which these groups
have more relevant contributions are the following: global, multiobjective, stochastic, dyna-
mics, combinatorial, data mining, routing, location, interior point methods, semi-infinite, and
game theory.

La optimizacion, el hombre y la naturaleza

La optimizacion esta presente en cualquier actividad planificada del ser humano. Las compaiiias
aéreas planifican sus vuelos y la rotacion de las tripulaciones con el afan de minimizar los cos-
tes o, lo que es equivalente, de maximizar sus beneficios. Los inversores orientan sus decisiones
de forma que se minimicen los riesgos a la vez que se garanticen niveles de rentabilidad satis-
factorios. En general, las industrias aspiran a una eficiencia maxima a la hora de disefar sus pro-
ductos y de organizar sus propios procesos productivos.
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Por su parte la naturaleza también optimiza, y los sistemas fisicos tienden a un estado de mini-
ma energia. Las moléculas en un sistema quimico aislado reaccionan entre ellas hasta que la
energia potencial de sus electrones alcanza su minimo valor. Los rayos de luz siguen aquellas
trayectorias que minimizan la duracion de su viaje.

Raices historicas de la optimizacion

Desde los tiempos criticos de la Segunda Guerra Mundial, la investigacion operativa ha venido apli-
cando el método cientifico y su principal instrumento, las matematicas, al analisis y resolucion
de problemas complejos que surgen en diferentes ambitos, como la industria, la administracion,
los negocios, la gestion, la salud pablica, la politica, la ecologia, etc. La investigacion operati-
va se ocupa de modelar, simular y/o optimizar problemas reales asociados al funcionamiento de
sistemas de gran complejidad. Cabe afirmar que la investigacion operativa trata de resolver
estos problemas de una “forma 6ptima”, y al servicio de este objetivo basico se desarrollé la
optimizacidén, también llamada programacién matematica (aunque este término equivoco, ya
que puede conducir a la impresion erronea de que el objetivo de esta disciplina consiste en "ela-
borar programas informaticos desde un enfoque matematico”). La optimizacion, junto con otras
areas de la investigacion operativa, proporciona una base rigurosa para el analisis cientifico de
las alternativas a considerar ante un problema de decision complejo.

La optimizacion hunde sus raices en el calculo de variaciones y en los trabajos de Euler y Lagran-
ge. El desarrollo de la programacion lineal y del método simplex, por George Dantzig en los afios
40 del siglo pasado, constituy6 el estimulo fundamental para el progreso de la optimizaciéon moder-
na en la segunda mitad del siglo pasado. Otro de los eventos decisivos en los origenes de la
optimizacion fue la publicacion del histérico articulo de Kuhn y Tucker en 1951 en que se esta-
blecian las condiciones necesarias de optimalidad para problemas de optimizacion generales, inclu-
yendo restricciones en forma de desigualdad: eran las llamadas condiciones de Kuhn y Tucker
(también conocidas como de Karush-Kuhn-Tucker -KKT, en breve- en reconocimiento de la exis-
tencia de una version previa, mas débil, debida a Karush en 1939).

La relacion entre la programacion lineal y la teoria de juegos estuvo presente en los primeros
analisis de la teoria de la dualidad y su relacién con el teorema del minimax de von Neumann.

En los afios 50 del siglo dltimo la investigacion estuvo centrada en algunas subclases importan-
tes de problemas que poseen una estructura particular, proponiéndose para su resolucién algo-
ritmos especificos que explotan la estructura del problema en beneficio de la eficiencia compu-
tacional del método. Mencionemos, por ejemplo, los problems de transporte, transbordo, asigna-
cion, flujo en redes, secuenciacion, etc., problemas todos muy presentes en una gran variedad de
aplicaciones en campos tales como la planificacion de proyectos, las técnicas de localizacion, el
disefio de itinerarios de distribucién y, en un contexto mas general, la planificacion de grandes
sistemas logisticos.
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A mitad de los afios 50 aparecen aplicaciones del método simplex a ciertos problemas nolinea-
les. Tal es el caso de la programacion separable consistente en una ligera variante del método
simplex que permite abordar un problema no-lineal reemplazando las funciones no-lineales pre-
sentes en el problema mediante poligonales convenientes.

También es ese periodo se asiste al desarrollo de diferentes algoritmos eficientes para resolver
el problema de programacion cuadrdtica, que es el problema no-lineal més sencillo, y para el
que las condiciones de KKT proporcionan informacién muy valiosa para la resolucion exacta del
problema. Precisamente en las condiciones de KKT se basaron los métodos mas importantes
para resolver un problema no-Llineal, propuestos en el periodo 1955-1970 (métodos de direccio-
nes factibles, métodos de penalizacién, métodos de programacién secuencial, etc.). No obstan-
te, hasta los afios 90, con el desarrollo pleno de la informatica, no fue posible su aplicacion
eficiente a problemas reales.

El modelo de optimizacion

La optimizacion arranca con la identificacion de un objetivo, o medida cuantitativa de la realiza-
cion del proceso o sistema estudiado. Este objetivo puede ser beneficio, tiempo, energia poten-
cial, o cualquier cantidad o combinacién de cantidades que puedan ser representadas numérica-
mente. El objetivo dependera de ciertas caracteristicas del sistema, llamada variables. Nuestro
prop6sito es determinar valores de las variables que optimicen el objetivo. A menudo las varia-
bles estan restringidas, de alguna manera. Por ejemplo, cantidades tales como la densidad de un
electrén en una molécula, o la tasa de interés de un préstamo no podran tomar valores negativos.

EL proceso de identificar el objetivo, las variables, y las restricciones, en relacién con un problema
dado, es conocida como fase de modelacion. La construccion de un modelo adecuado es la primera
etapa, a veces la mas importante, en un proceso de optimizacion. Si el modelo es demasiado sim-
plista no proporcionara la suficiente informacion sobre el problema real investigado, pero si es com-
plejo en exceso, puede resultar demasiado dificil de resolver, es decir de abordar numéricamente.

Una vez que el modelo ha sido formulado, un algoritmo de optimizacion sera aplicado para
encontrar una solucién. Usualmente, los modelos y los algoritmos son lo suficientemente com-
plejos como para requerir la ayuda del ordenador en la implementacion de los célculos. No exis-
te un algoritmo de optimizacion de validez universal. Mas bien existen numerosos algoritmos, cada
cual especialmente disefiado para resolver determinado tipo de problemas. Es responsabilidad
del usuario elegir el método mas adecuado a su aplicacion especifica. Esta eleccion es de gran
trascendencia, siendo la clave de si el problema es resuelto de forma rapida o lenta o si, lo que
es mas grave, no se llega al alcanzar nunca solucion alguna.

Después de que un algoritmo ha sido aplicado, tenemos que ser capaces de reconocer si ha con-
ducido a una solucion 6ptima o si, por el contrario, ha proporcionado una solucién que no lo es.
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En muchos casos se dispone de elegantes expresiones matematicas, conocidas como condiciones
de optimalidad, para comprobar que la solucién suministrada por el algoritmo es ciertamente
optima. Cuando las condiciones de optimalidad no son satisfechas en un determinado punto
generado por el algoritmo, suelen proporcionar por defecto informacion muy atil acerca de cémo
podemos mejorar la solucién actual, y aproximarnos de forma secuencial a un éptimo. Finalmen-
te, el modelo puede ser perfeccionado aplicando técnicas tales como el andlisis de sensibilidad,
que revelan la sensibilidad de la solucién a los cambios en el modelo y en los datos.

Formalmente, el problema de optimizacion puede ser formulado en los siguientes términos:
min f (x) sujetoa h, (x) =0,7=1,2,...p: g (x)=<0,j=1,2,..m: xEXCR"

Todas las funciones que intervienen en el modelo anterior son escalares (real-valoradas). Los
vectores x € X que satisfacen adicionalmente todas las restricciones se llaman soluciones factibles,
y aquellas soluciones factibles en las que la funcion objetivo alcanza su valor minimo se llaman
soluciones éptimas.

Habitualmente tendremos que practicar algunas transformaciones sencillas para expresar nuestro
problema de optimizacion en el formato anterior, pero estas transformaciones son realizadas de
forma automatica por la mayor parte de los programas y del software al uso.

Un caso especial de singular importancia es el modelo de programacion lineal, en el que todas
las funciones que intervienen en el problema (la funcién objetivo, y las que aparecen en las res-
tricciones) son lineales. En multitud de ocasiones las variables seran, por propia naturaleza,
enteras, dando lugar a la llamada programacion matematica con variables enteras.

Como se ha comentado, no podemos aspirar a elaborar una teoria general sobre "como plantear
y resolver problemas" pues, en la mayoria de ocasiones, cada modelo asociado a un problema
concreto requiere una teoria propia. A continuacion describimos, a titulo de ejemplo, uno de los
modelos simples mas sugerentes, cuya formulacion, en primera instancia, resulta aparentemente
muy distante del modelo general presentado mas arriba. Se trata del problema de localizacion:

Seal={1,2,..., N} un conjunto de potenciales ubicaciones de plantas para la produccion de
producto diferenciado. Una planta puede ser creada en cada posible localizacion i € I, lo cual
comporta un coste ¢,. Asumiremos que cada una de las plantas construida puede proporcionar una
cantidad ilimitada del producto.

Sea un conjunto J={ 1, ..., M } de clientes que tienen una cierta demanda del producto en
cuestion. Para cada par (i, j) el coste global del proceso y de transporte viene dado por g;=0.
El objetivo sera determinar un subconjunto de ubicaciones potenciales S C I'y abrir las plantas
correspondientes con el criterio de minimizar los costes totales. El problema puede ser modeli-
zado como sigue:
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F8) = 2, ci+ 2, mip g5 —mip
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El problema recién formulado es la generalizacion del bien conocido problema del cubrimiento y,
en consecuencia, es un problema de gran complejidad computacional (NP-hard). Métodos exac-
tos, algoritmos aproximados con niveles garantizados, heuristicas lagrangianas, algoritmos de ite-
racion aleatoria o de blsqueda local han sido propuestos para resolver este problema. Algunas cla-
ses de problemas resolubles en tiempo polinomial fueron identificadas. Un survey interesante pue-
de encontrarse en [MF90].

Presente y futuro de la optimizacion

Hoy en dia existen grupos de investigacion dedicados a la optimizacion en muchas universida-
des espafiolas, y en particular en las universidades de la Comunidad Autonoma de Madrid. Algu-
nos de estos grupos desarrollan una investigacion de caracter tedrico, mientras que otros ponen
un mayor énfasis en las aplicaciones, o en cuestiones algoritimicas y metodoldgicas. Un indicio
comn del alto nivel de tales grupos, y de su proyeccion internacional, es su activa presencia en
foros internacionales como los grupos de trabajo de EURO (Association of European Operational
Research Societies), su participacion activa en la organizacion de eventos cientificos internacio-
nales, las numerosas publicaciones en las revistas cientificas de mayor prestigio, y su participa-
cion destacada en proyectos I+D+i (en colaboracién con empresas e instituciones).

A continuacion se describen las lineas de investigacion de estos gupos, comenzando con aque-
llos temas de caracter mas teodrico, y siguiendo con los temas mas algoritmicos y con mayor
orientacién hacia la modelacion y las aplicaciones. Todas las lineas de investigacion que se des-
criben acto seguido se caracterizan por su importante potencial de transferencia tecnolégica.

- Optimizacion estructurada no-diferenciable y su interaccion con la geometria. A destacar sus apli-
caciones al analisis asintotico de las ecuaciones en derivadas parciales (EDP) de tipo parabélico.

Técnicas de analisis y resoluciéon numérica de problemas de optimizacion global. Una linea emer-
gente de investigacion se basa en explorar nuevas técnicas de descomposicion en diferencia
de funciones convexas (d.c.), y su aplicacion a los algoritmos numéricos de ramificacion y
acotacion. Existen importantes aplicaciones a la Estadistica y la Ingenieria.

Optimizacion vectorial y de multifunciones. En campos como la politica, la economia, los
negocios, las ciencias sociales, la ingenieria o la industria es habitual considerar maltiples aspi-
raciones u objetivos, a veces enfrentados, con lo que se hace necesario el estudio de técnicas
de decision basadas en un ndmero finito de objetivos o criterios (programacién multiobjetivo
o decision multicriterio), en un namero no finito (programacion vectorial), o incluso proble-
mas en los que hay que optimizar una multifuncién. Las aplicaciones mas importantes se encuen-
tran dentro de la propia optimizacion y de la economia.
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Estabilidad y mal-condicionamiento en optimizacion. El estudio de la cualificacion de restriccio-
nes, de las propiedades pseudo-Lipschitz de los principales elementos del problema (el con-
junto factible, el valor 6ptimo y el conjunto de soluciones 6ptimas), la caracterizacion de
diferentes tipos de mal-condicionamiento, la obtencion de estimaciones de la distancia de un
problema dado al mal-condicionamiento, y las implicaciones numéricas de estas cuestiones
son temas de considerable proyeccién de futuro.

Programacion estocdstica con variables enteras. La programacion estocastica combina las ven-
tajas de incorporar la incertidumbre de los modelos (mediante la representacion en forma de
arbol representativo de escenarios) y las posibilidades de modelizacién de la programacion mate-
matica con variables enteras. Los modelos que resultan son de una dificultad extrema y no
existen métodos eficientes de resolucion. En esta linea de trabajo existen varios grupos de inves-
tigacion (URJC, UCM, etc.) con aportaciones notables.

Modelos de optimizacion dindmica, estocdstica y combinatoria de sistemas productivos, logisti-
cos y financieros. La investigacion en este tema se centra en el desarrollo de nuevos métodos,
formulaciones y algoritmos para la resolucion de modelos de optimizacion dindmica, estocas-
tica y combinatoria, motivados por problemas de planificacion y control en aplicaciones que
incluyen sistemas productivos, logisticos y financieros. Un grupo de la Universidad Carlos III
ha desarrollado, con éxito, modelos de programacion dinamica (orientados al disefio de poli-
ticas de asignacion dinamica de recursos en sistemas productivos y de telecomunicacion), mode-
los de programacion estocastica (orientados a la planificacion de decisiones en ingenieria finan-
cieray en mercados eléctricos), modelos de optimizacién combinatoria (correspondientes a pro-
blemas de planificacién de sistemas logisticos), y modelos competitivos (relacionados con
problemas de imputacion de costes/ beneficios en sistemas cooperativos multi-agente).

Problemas combinatorios dificiles, para los que no se conocen algoritmos eficientes (polino-
miales en el tamafio de los datos). La ampliacion de la clase de problemas dificiles que pue-
den ser resueltos eficazmente es uno de los retos de las mateméticas en la actualidad. Entre
los mas importantes se encuentran los de agregacion de preferencias, gestion de bases de datos,
mineria de datos, compresién de imagenes y datos, disefio o expansion de redes 6ptimos, pla-
nificacion de produccion y decision multicriterio. Esta linea de trabajo distingue claramente dos
areas complementarias: investigacion en métodos generales para resolver problemas combina-
torios complejos (algoritmica, combinatoria, geometria discreta, geometria computacional, pro-
gramacion linealy no lineal, optimizacion multiobjetivo, etc) e investigacion en problemas con-
cretos (particionamiento o coloracién en grafos, tarificacion en redes, expansion de lineas de
transporte urbano, competicién y cooperacion en mercados, teoria de localizacion, etc). Avan-
ces en cualquiera de estas areas aumentarian la presencia de la matematica en la sociedad y
supondria extender las fronteras de aplicacion de la misma.

Programacion matematica y mineria de datos. La mineria de datos es un area emergente, a medio
camino entre la informatica, la inteligencia artificial, y la estadistica y la investigacion opera-
tiva, que disefia algoritmos con los que extraer de los datos patrones comprensibles que gene-



ren conocimiento Gtil o interesante, y con importantes aplicaciones en genémica, medicina,
telecomunicaciones, informatica, finanzas, etc. Una linea dentro de la mineria de datos es la
utilizacion de métodos de optimizacion, fundamentalmente en el campo de la clasificacion
(no supervisada). Ejemplos paradigmaticos son las mdquinas de vector soporte y los métodos
de vecino mds cercano.

Modelizacion y optimizacion de problemas de gran dimension, y su aplicacién a problemas rea-
les de nuestro entorno social. Los métodos mas idéneos en la optimizacién de problemas de
gran dimension son los algoritmos de punto interior cuya complejidad es polindmica. En la
actualidad algdn grupo de inevstigacion espafiol colabora INE de Alemania, en una técnica
de proteccién de datos.

Disefio de rutas dptimas de vehiculos. Comporta nuevos retos matematicos a la vez que resuel-
ve importantes problemas reales. En la actualidad es posible resolver 6ptimamente problemas
de grandes dimensiones (con grafos asociados de mas de veinte mil nodos), gracias no tanto
a los avances informaticos (que sin duda han contribuido de forma importante) como a las inves-
tigaciones matematicas del poliedro asociado a las soluciones factibles. La combinatoria polié-
drica se ha revelado como una herramienta fundamental para la resolucion de complejos pro-
blemas de optimizacién con recursos limitados.

Teoria de juegos. Algunas lineas de investigacion en las que algunos grupos espafioles han
realizado contribuciones significativas son, entre otras, el estudio de los equilibrios, de la
competencia y la cooperacién en situaciones en las que interaccionan varios agentes (en par-
ticular en modelos de teoria de colas, de gestion de inventarios, de secuenciacion, de redes
de flujo y de planificacion de proyectos), la determinacion de tarifas, el disefio y analisis de
estructuras de votacion, la conciliacion y el arbitraje, el estudio de redes sociales y econdmi-
cas aportando el enfoque de la teoria de juegos a conceptos clasicos en sociologia, etc.
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Abstract

The interaction between mathematics and biology has a very long history. However, in recent years
there has been an increasing interest in the use of mathematical methods to provide new insights
in the understanding of biological problems. In this article I describe some recent developments
in this direction, including in particular the use of stochastic and kinetic equations to describe
cell aggregates, ideas of the theory of homogenization and others.

Introduccion

Durante la dltima década se han incrementado considerablemente las interacciones entre bi6lo-
gos y matematicos. EL ndmero de participantes en las reuniones cientificas dedicadas a la biolo-
gia tedrica o a biologia matematica ha crecido exponencialmente durante los Gltimos afios. No exis-
te una Unica causa que explique el desarrollo repentino de este area. Uno de los factores que ha
jugado un papel esencial en este hecho fue la culminacion con éxito del proyecto que pretendia
obtener la secuencia del genoma humano. Durante la realizacién de este proyecto la comunidad
bioquimica comenzd a obtener secuencias gigantescas de simbolos que describen la sucesion de
acidos nucleicos en la cadena del ADN. Es completamente natural pensar en dichas cadenas de
acidos nucleicos como formulas matemédticas o sucesiones de nimeros. Obviamente no fue nece-
sario que transcurriese mucho tiempo antes de que los matematicos e informaticos se interesasen
en dichas “férmulas” y tratasen de explorar las posibles regularidades que tienen lugar en las
mismas, y que por otra parte los biélogos tratasen de obtener la cooperacion de matematicos y
fisicos para tratar de almacenar y desentrafar la informacion contenida en las secuencias de ADN.

De todas formas, la interaccion que estéd teniendo lugar en la actualidad en la interfase situada
entre la biologia y las matematicas no esta teniendo lugar solamente en cuestiones relacionadas
con el genoma. De hecho, el creciente interés por la biologia matematica de los Gltimos afios ha
dado lugar a nuevos resultados en algunas areas mas tradicionales de este campo, asi como a
una tendencia general a la matematizacién de numerosos problemas bioldgicos que, al menos has-
ta ahora, no se habian considerado desde este punto de vista.

Un area menos nueva de lo que a veces se dice...

Aunque la reciente explosion de resultados en biologia mateméatica puede hacer pensar lo contrario,
la idea de aplicar métodos matematicos al estudio de problemas biolégicos no es nueva en absoluto.

Por ejemplo, Galileo formulé algunos argumentos de lo que hoy denominariamos “analisis dimen-
sional” en los que mostraba que las dimensiones de los organismos biolégicos no pueden crecer
de forma arbitraria debido a los limites impuestos por la resistencia de los materiales de los que
estan formados los seres vivos.



Protocientificos como Leonardo da Vinci o Goethe se interesaron por el problema de la filotaxis,
es decir, en el estudio de la disposicion geométrica de las algunas estructuras de las plantas,
tales como ramas, semillas y otras semejantes. Hace siglos que se observd que en muchas plan-
tas dichas estructuras se sitlan en ciertos puntos que estan contenidos en unas curvas espira-
les, y que el ndmero de dichas curvas, que puede variar de unas partes de la planta a otras, en
muchas plantas es un ndmero de la sucesion de Fibonacci {1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...}.

Estas espirales son particularmente visibles, por ejemplo en los girasoles o en las pifias. Una expli-
cacion convincente de este fendmeno se ha obtenido muy recientemente (cf. [11]). Los autores
de este trabajo demostraron que la sucesion de Fibonacci aparece espontdneamente en algunos
sistemas dinamicos que simulan la forma en la que se sitdan, por ejemplo, las semillas de las plan-
tas. Mas aln, dichos autores obtuvieron sistemas puramente mecénicos, sin relacién ninguna
con la biologia en las que un conjunto de gotas fluidas se situaban en estructuras espirales ana-
logas a las observadas en las plantas.

Una recopilacién de muchas de las investigaciones realizadas hasta el primer tercio del siglo XX
tratando de explicar las reqularidades biolégicas con ayuda de argumentos mateméticos se pue-
de encontrar en el famoso libro [9]. Algunos de los muchos problemas que se estudian en dicho
libro son, por ejemplo, el estudio de las formas de algunos organismos sencillos (y pequefios) en
los que las fuerzas de tension superficial juegan un papel dominante, la descripcion de las for-
mas espirales que aparecen en numerosos organismos tales como los moluscos, la comparacién
de las diferentes teorias postuladas para explicar la formacion de las colmenas de las abejas. En
este interesante ejemplo se forman estructuras con una simetria hexagonal global que aparece a
partir de la interaccion de una gran cantidad de dinamicas individuales que por si mismas no
darian lugar a dicha simetria. En [9] se estudia también el empaquetamiento 6ptimo de células
individuales sometidas a fuerzas de presion externa, etc, la ley de Murray que describe la ley de
potencias a la que deben de ajustarse los radios de las arterias y capilares para obtener la maxi-
ma eficiencia en el transporte del flujo sanguineo en los animales, etc.

EL libro [9] es una interesante muestra de la gran cantidad de problemas bioldgicos que habian
sido estudiados usando matematicas ya en el siglo XIX y comienzos del XX. Una gran parte del libro
examina el efecto que tienen las leyes de la mecanica en las formas de los organismos biolégicos.
No es por ello casual que el area de la biologia en donde posiblemente existe un mayor grado de
matematizacion sea la biomecanica, un tema al que me referiré con mas detalle posteriormente.

Hay otras muchas areas de biologia que han tenido interacciones relevantes con la matematica
en el pasado. En particular, no ha sido inusual que el estudio de problemas mateméaticos moti-
vados por la biologia haya producido progresos relevantes en matematicas. EL estudio de la gené-
tica de poblaciones estuvo en el origen de muchos importantes avances en estadistica obteni-
dos por R. A. Fisher. El estudio de la dinamica de poblaciones ha producido interesantes avan-
ces en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias. A. M. Turing descubri6 una famosa ines-
tabilidad que lleva su nombre (cf. [15]) que puede tener lugar en los sistemas de ecuaciones dife-
renciales que describen reacciones quimicas combinadas con procesos de difusién tal y como
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sucede frecuentemente en sistemas biologicos. El estudio del sistema de ecuaciones formulado
por Hodking-Huxley para describir la propagacion de sefiales quimicas y eléctricas en el axon
del calamar gigante ha dado lugar al desarrollo de diferentes técnicas para el estudio de ecua-
ciones en derivadas parciales,...

Aunque posiblemente existen pocas actividades en las que el riesgo de equivocarse sea mayor
que en la de hacer predicciones sobre el futuro desarrollo de las ciencias, mencionaré a continua-
cion algunos temas en los que los desarrollos actuales podrian dar lugar a progresos interesantes
en el futuro, tanto desde el punto de vista de la creacién de nuevas matematicas como del desa-
rrollo de nuevas técnicas que podrian mejorar la comprension de los sistemas biolégicos. En un area
con la extension que tiene en la actualidad la biologia matematica sera inevitable las ausencia de
temas importantes. La eleccion de temas sera necesariamente arbitraria y estara basada en gran
parte en mis preferencias y experiencia personal.

Estocasticidad: El efecto de los nimeros pequenos

Numerosos procesos biolégicos tienen lugar en regiones de dimensiones tan pequefias que los efec-
tos de las moléculas individuales juegan un papel esencial.

Consideremos por ejemplo el caso de E. coli. Esta bacteria es uno de los “organismos modelo”
que han sido estudiados por los bidlogos con gran detalle. En particular, un proceso biolégico
para el que se puede obtener informacion a partir del estudio de este organismo es el de la
movilidad celular.

La bacteria E. coli se mueve mediante la propulsion que le suministra un conjunto de flagelos (entre
4y 10) situados en la parte posterior de la célula. Entender la forma detallada en la que el movi-
miento flagelar produce la fuerza de propulsién que mueve a la bacteria es una cuestion intere-
sante de mecénica de fluidos que ha recibido una considerable atencion en el pasado y que fue
resuelta hace varias décadas. Un aspecto esencial de este problema es que, debido a la pequefiez
de la bacteria, su movimiento tiene lugar a nimeros de Reynolds muy pequefios, o dicho en tér-
minos menos técnicos, las fuerzas de viscosidad del fluido son mucho mas importantes que la
inercia del movimiento. Resultados clésicos de mecéanica de fluidos, que pueden encontrarse en
los libros de texto, establecen que la fuerza de friccion, cuando el nimero de Reynolds es muy
pequefio, es proporcional a la velocidad, y es mayor para un cilindro que se mueve perpendicular-
mente a su eje que para un cilindro que se mueve paralelamente a su eje. Cuando los flagelos pro-
ducen el desplazamiento de la bacteria tienen una forma aproximadamente helicoidal en la parte
posterior de la bacteria, y realizan un movimiento de rotacion en torno al eje de dicha hélice. Es
facil ver que en ese movimiento los flagelos no se mueven con relacion al fluido ni paralela ni
perpendicularmente a su eje, sino con una combinacién de ambos movimientos. La diferencia de
fuerzas de friccion para estos tipos de movimiento que fue mencionada anteriormente tiene como
consecuencia que la fuerza neta experimentada por el flagelo no sea opuesta al movimiento de rota-



cion del flagelo, sino que tiene una componente adicional en la direccién hacia la que esta orien-
tada la célula. Dicha componente adicional es la que proporciona la propulsion celular. Una des-
cripcién mas detallada de este mecanismo se encuentra en [5], [16].

El efecto de la estocasticidad que se mencionaba en el titulo de esta seccion no aparece, sin embar-
go, en el estudio de la propulsion mediante flagelos, que es un problema que puede estudiarse en gran
parte mediante las ecuaciones clésicas de la mecanica de fluidos, sino en otra parte del problema,
concretamente en la deteccion de las sefiales que indican a la célula la direccion hacia la que debe
moverse. Los flagelos tienen dos formas distintas de moverse. Puede ocurrir que todos los flagelos
roten de forma coordinada, o por el contrario puede suceder que los flagelos se muevan de forma inde-
pendiente y descoordinada. En el primer caso, la célula se mueve en forma aproximadamente recti-
linea y se suele decir que la bacteria “corre”. En el segundo caso la bacteria se mueve de forma esen-
cialmente aleatoria, sin ninguna orientacion definida y se suele decir que “da tumbos”. EL que la
bacteria se mueva de una u otra forma depende del grado de ocupacion de unos receptores quimicos
situados en la superficie de la célula. Dichos receptores miden la concentracion externa a la célula
de ciertas sustancias quimicas que la bacteria necesita para sobrevivir. La mas estudiada de estas
sustancias se denomina aspartato. Es precisamente en este proceso de medicion donde aparecen los
efectos de estocasticidad. En efecto, las bacterias de E. coli son muy pequefas (su longitud es de
2X10* cm) y por ello el ndmero de receptores no es demasiado grande, a lo sumo de unos pocos
centenares. La bacteria tiene tendencia a moverse hacia las regiones con mayor concentracion de
aspartato y para ello la estrategia que sigue es la de incrementar el nimero de “carreras” frente a
"tumbos” cuando percibe que los receptores incrementan su grado de ocupacién. Sin embargo,
debido a la pequefiez del nimero de receptores, el grado de ocupacion de los receptores no es una
variable determinista, sino una variable aleatoria, en la que las fluctuaciones en torno al valor
medio no son despreciables. Esta estocasticidad se manifiesta en el hecho de que muchas de las
variables que harian falta para describir la dinamica de las bacterias de E. coli, como por ejemplo la
distancia recorrida en cada "“carrera” o la duracién de las mismas, son variables aleatorias.

Esta estocasticidad, inherente a la dinamica de numerosos organismos, es bastante habitual en
los procesos bioldgicos y se debe a las pequefias dimensiones de estos sistemas. EL mundo en
que viven muchos de estos organismos no es un mundo determinista, newtoniano, que pueda
describirse mediante ecuaciones diferenciales. Por el contrario, las bacterias y muchas otras estruc-
turas bioldgicas han aprendido a usar la aleatoriedad para sobrevivir. Desde el punto de vista del
matematico esto plantea interesantes cuestiones y retos a la hora de obtener modelos y descri-
bir la dindmica de estos organismos.

Homogenizacion: o de como las células calculan limites

Son innumerables las estructuras biolégicas que estan formadas por un elemento que se repite
un gran nimero de veces, pero en donde la estructura actda de forma colectiva mediante la
accion coordinada de las diferentes piezas individuales. Piénsese por ejemplo en los estomas de
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las hojas de las plantas, los conos y bastones que actan como receptores de la luz en la retina,
la estructura celular de los tejidos, los cilios que propulsan a muchas células,...

Durante los Gltimos cincuenta afios los matematicos han desarrollado un conjunto de técnicas para
estudiar el comportamiento colectivo de sistemas formados por mdltiples piezas individuales
que se conocen con el nombre de métodos de homogenizacién. Dichos métodos se han aplicado
con éxito en el estudio de las propiedades de medios materiales, y recientemente han comenza-
do a ser usados en el estudio de alguno de los sistemas biolégicos mencionados arriba (cf. [3]).

Un ejemplo de sistema bioldgico que puede estudiarse empleando las ideas de la teoria de homo-
genizacion, que es particularmente atractivo por varias razones, es el estudio de la forma en la
que los receptores de una célula capturan una sustancia quimica. Es bastante frecuente que una
célula que precisa obtener un tipo especifico de molécula que se encuentra distribuida en su entor-
no disponga de un conjunto de receptores, que tipicamente son otra molécula o un grupo mole-
cular, y que tienen una gran afinidad quimica por la molécula que se pretende capturar.

¢Cual es la disposicion y el nimero 6ptimo de receptores que permiten atrapar la sustancia qui-
mica externa de la forma mas eficaz posible? La respuesta a este problema tal y como esta plan-
teado serfa la de recubrir toda la superficie celular de receptores, pero en ese caso quedaria
poco espacio para otras estructuras. ¢Es posible conseguir un grado de eficiencia razonable en la
captura de sustancias externas sin recubrir toda la superficie celular? La solucion de este proble-
ma puede encontrarse en [5] en donde se estudia esta cuestion suponiendo que la célula es
esférica. La geometria no esférica puede estudiarse de forma similar, incrementando algo las
dificultades técnicas, pero no el resultado esencial. El analisis de [5] llega a una conclusién
interesante. Supongamos que el radio de la célula es R y que el tamafio de cada receptor es a.
Tipicamente a es mucho menor que R. Supongamos también que se tienen N receptores en la super-
ficie de la célula. En principio podria pensarse que para conseguir que la captura de la sustancia
externa ocurra con la misma rapidez con la que sucederia si toda la superficie externa estuviese
llena de receptores haria falta que una fraccion importante del area de la célula estuviese llena
de receptores, es decir que se tuviese N ( a/R ) 2 = 1. Lo sorprendente es que dicha tasa 6ptima
de captura puede obtenerse con un nimero mucho menor de receptores, concretamente

(15) N(a/R)=1.

La razdn por la que sucede esto es porque, antes de ser capturadas por los receptores, las molé-
culas de la sustancia externa se mueven de forma browniana por el exterior de la célula, lo que
es un método muy eficaz de explorar la superficie celular.

Algo que es particularmente llamativo en este ejemplo es el hecho de que el limite (15) es preci-
samente el que da lugar a problemas mateméaticos mas interesantes cuando el problema se formu-
la en términos de ecuaciones diferenciales. Por interesante se entiende aqui que en ese régimen
los receptores comienzan a actuar de forma colectiva y no puede despreciarse la interaccion entre
ellos. Esta capacidad de los sistemas bioldgicos para “identificar” limites matematicos relevantes



ocurre con alguna frecuencia. Otro ejemplo en el que también sucede esto es en el problema del
movimiento de la bacteria E. coli que se mencioné en el apartado anterior. En ese problema el
tiempo medio de duracién de las “carreras” es exactamente del orden de magnitud necesario para
que los efectos del movimiento browniano de la bacteria comiencen a ser importantes. Si dicho
tiempo hubiese sido mayor las bacterias tendrian un movimiento puramente difusivo y serian
incapaces de dirigirse hacia las regiones con mayor concentracion de aspartato. Un tiempo menor
tendria como consecuencia que la velocidad media hacia las regiones con altas concentraciones
de aspartato seria menor. Presumiblemente la actuacién de la evolucion darwiniana tratando de
lograr una mayor eficiencia ha sido la responsable de estos delicados ajustes que posiblemente
van a plantear interesantes problemas a los matematicos en los préximos afos.

Otro tipo de problemas biolégicos en los que los métodos de la teoria de homogenizacién y otros
relacionados podrian jugar un papel interesante es en el estudio de las ecuaciones efectivas de los
medios aleatorios. Un ejemplo reciente en el que se esbozan nuevas herramientas matematicas
para estudiar problemas biolégicos se puede ver en [6]. Numerosas estructuras bioldgicas estan
formadas por células que tienen un importante grado de variabilidad y que han de ser descritas
mediante variables estocasticas. La teoria de los procesos difusivos en medios aleatorios ha sido
desarrollada en gran parte por matematicos puros interesados en la teoria de la probabilidad, y por
fisicos interesados en cuestiones tales como difusién de neutrones o problemas anélogos. Sin embar-
go, con bastante frecuencia los problemas que se han abordado en dichas areas no son exactamen-
te las cuestiones que surgen en los problemas biologicos. En otros casos, en particular en el caso
de los resultados obtenidos por los matematicos mas teoricos, el lenguaje en el que han sido for-
mulados los resultados plantea serias dificultades a los cientificos que se dedican a la biologia.

Hacia una teoria cinética de los sistemas bioldgicos

Un tema en el que en los dltimos afios ha habido una gran actividad por parte de varios grupos de
matematicos y fisicos ha sido en el estudio de ecuaciones cinéticas para describir agregados celu-
lares. Matematicamente dichas ecuaciones son bastante similares a las que se emplean en la dina-
mica de gases enrarecidos. La idea que subyace bajo estos modelos es la de considerar a las célu-
las como si fuesen las “moléculas” de un gas. En los modelos dichas células cambian su direccion
de movimiento o su velocidad o bien de forma aleatoria, o bien debido a la interaccién con otras
células. La idea de describir de esta forma los agregados celulares no es nueva (cf. [1], [14]), aun-
que en los Gltimos afios se han realizado progresos en el estudio matematico de alguno de estos
modelos. Una de las aplicaciones mas habituales de estos estudios es la de obtener "coeficientes
de difusién” para las células de la misma forma en que las ecuaciones cinéticas de la dinamica de
gases permiten obtener valores de los coeficientes de difusion, viscosidad y otros analogos (cf. [10]).

En la mayor parte de los modelos cinéticos de células que se han estudiado hasta ahora se sue-
le suponer que las células no interaccionan con su entorno, excepto por la interaccion indirecta
que las células puedan tener con una sustancia quimica que ellas mismas producen. Uno de los
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pocos modelos cinéticos en donde se tienen en cuenta las interacciones entre células es el estu-
diado en [12]. La ecuacién cinética considerada en dicho articulo describe la evolucion de un agre-
gado celular bidimensional formado por células que se caracterizan mediante dos variables indi-
viduales, que son su posicion y su orientacién. Cuando dos células del agregado se encuentran,
se reorientan y tratan de alinearse en la misma direccion. Desde el punto de vista matematico
estas ecuaciones tienen considerables analogias con la ecuacion de Boltzmann que se emplea en
el estudio de la dindmica de gases, aunque existen también algunas diferencias. En efecto, en la
ecuacion de Boltzmann dos particulas que se encuentran no tratan de alinear su velocidad, sino
que colisionan elasticamente. En concreto las soluciones de la ecuacion de Boltzmann satisfacen
principios de conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento, que no se cumplen
para las ecuaciones de [12]. Como consecuencia, el tipo de dindmicas que se obtienen para
estas Gltimas ecuaciones es bastante distinto del que se obtiene en la dindmica de gases. En el
caso de la ecuacion considerada en [12] existen soluciones en las que las células se alinean en
dos direcciones opuestas, un tipo de comportamiento que se ha observado en unos organismos
llamados myxobacterias, que se han estudiado de forma bastante detallada con el fin de obtener
informacion sobre los mecanismos de movilidad celular (cf. [13]).

La principal objecion que se puede plantear a los modelos cinéticos de agregados celulares es
que, en muchos casos, las densidades celulares son demasiado altas para que estas ecuaciones
puedan proporcionar una descripcion realista de dichos agregados. En el caso de la dinamica
de gases se conocen desde hace mas de cincuenta afios las hipotesis que deben satisfacer las
interacciones moleculares y las densidades de particulas para que dicha dinamica se pueda
describir empleando ecuaciones cinéticas. Por ejemplo, la ecuacién de Boltzmann es valida si
el camino libre medio entre colisiones es mucho mayor que la distancia de interacciéon mutua
entre moléculas. La tarea de precisar matematicamente las hipdtesis que garanticen la validez
de los limites cinéticos para agregados celulares no ha sido realizada atn. Uno de los factores
que dificultan este problema es el hecho de que muchas de estas interacciones tienen lugar
mediante la emision de sustancias quimicas que pueden tener sus propias longitudes y tiem-
pos caracteristicos asociados tales como el tiempo medio de degradacion, la longitud caracte-
ristica de difusion y otros. Posiblemente, uno de los pocos ejemplos experimentales en donde
la distancia entre las bacterias es lo suficientemente grande como para que puedan usarse mode-
los cinéticos que den informacion cuantitativa sobre las densidades de agregados celulares es
el considerado en [8].

Movilidad celular y biomecanica

Muchos de los problemas mencionados hasta ahora estan relacionados con la movilidad celular.
El movimiento de las células juega un papel importante en una gran cantidad de procesos biolé-
gicos tales como embriogénesis, inflamacion, curacion de heridas,.... Por otra parte el estudio
de los sistemas que emplean las células para desplazarse plantea una gran cantidad de cuestio-
nes fisicas y matematicas de interés.



Se han descrito anteriormente algunos de los problemas de mecéanica de fluidos que plantea el
desplazamiento empleando flagelos de algunos organismos tales como E. coli. Tal y como se indi-
c6 alli, el origen de la fuerza producida por los flagelos se entiende bien. Algo que sin embargo
no se comprende de forma tan satisfactoria es la forma en la que los flagelos se reorganizan con
el fin de rotar conjuntamente en forma coordinada. Se sabe que dicha reorganizacion sucede
como respuesta a la saturacion de los receptores que miden la concentracién de aspartato en la
superficie celular, pero no se conoce el mecanismo detallado, que posiblemente involucra, ade-
mas de a las sefiales quimicas, las propiedades mecénicas del flagelo y del medio fluido que lo rodea.

Otro tipo de propagacion celular, diferente de la producida por los flagelos, es la propagacion
ameboide, debida a la expansidn y retraccion de pseudépodos que tiene lugar en algunas célu-
las eucariotas como por ejemplo en el “organismo modelo” Dictyostelium discoideum (Dd). Las
fuerzas que dan lugar al movimiento de este tipo de organismos se deben principalmente a la
dinamica de una estructura interna a la célula denominada citoesqueleto que ademas de estas
funciones motrices desempefa otras muchas funciones importantes para la vida celular, tales
como transportar sustancias quimicas de unas partes de la célula a otras. El citoesqueleto es
una estructura muy dindmica y cuya estructura puede variar dependiendo del grado de ocupa-
cion de algunos receptores externos a la célula que permiten medir, por ejemplo, gradientes de
sustancias quimicas. Otro factor que también juega un papel importante en el movimiento de
este tipo de células son las moléculas que adhieren el citoesqueleto con el substrato externo
en el que se apoya la célula. Uno de los intentos de obtener un modelo mecanico para este tipo
de sistemas se puede encontrar en [2].

En todos los ejemplos mencionados anteriormente se han descrito ejemplos de movimiento celular
de células individuales. Sin embargo, un problema que tiene particular relevancia es el del estudio
de sistemas bioldgicos en los que muchas células den lugar a movimientos colectivos, tal y como
sucede por ejemplo en los procesos de embriogénesis. Desde el punto de vista matematico el pro-
blema seria el de obtener “ecuaciones efectivas” para el movimiento de agregados celulares que indi-
vidualmente se mueven con los mecanismos indicados anteriormente. En este punto es relevante
mencionar, aunque sea de forma fugaz, el area de la biomecanica. Este area, que esta considera-
blemente desarrollada, ha abordado una gran cantidad de problemas que van desde el estudio de
los flujos sanguineos en el sistema circulatorio hasta las ecuaciones constitutivas de los tejidos
pasando por los mecanismos de vuelo empleados por los insectos o las aves. En la bdsqueda de
ecuaciones constitutivas para agregados celulares es muy posible que los matematicos familiariza-
dos en el uso de técnicas de homogenizacion pudiesen realizar alguna contribucién de interés.

Patrones en biologia: “"Arte celular” vs. funcionalidad

Uno de los temas clasicos de biologia matematica ha sido el estudio de los diversos patrones que pue-
den aparecer en los sistemas biologicos. En biologia abundan patrones geométricos tales como las espi-
rales, patrones en forma de diana, agregados de puntos, franjas, cuadrados y otros muchos. Algunos de
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los problemas mas conocidos que han sido estudiados por muchos de los fundadores de la moderna bio-
logia matematica son, entre otros, el estudio de las manchas de los leopardos o las cebras, el estudio de
la pigmentacion de los peces, el estudio de los patrones que aparecen en la superficie de las conchas mari-
nas o los patrones de ondas espirales que forman las sefiales quimicas emitidas por el Dd.

Todas estas investigaciones han incrementado considerablemente la perspectiva de los matema-
ticos que han aprendido asi la inmensa cantidad de comportamientos distintos a los que pueden
dar lugar aparentemente sencillas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Sin embargo, en los Gltimos tiempos se ha ido abriendo paso la idea de que independientemen-
te de su valor estético lo que realmente resulta relevante de los variados patrones que aparecen
en sistemas biologicos es el determinar su funcionalidad, es decir, determinar si realmente los
organismos los crean porque dichos patrones son mas eficaces para obtener algdn beneficio des-
de el punto de vista biolégico, o si por el contrario son simplemente un "resto de la evolucién”.
Una segunda razon por la que resulta interesante el estudio de los patrones es porque en ocasio-
nes proporcionan informacion sobre los mecanismos subyacentes de interaccion celular. En muchas
ocasiones los organismos muestran sorprendentes patrones geométricos pero que sélo se mani-
fiestan en condiciones muy especiales en el laboratorio. En dichos casos los patrones no tienen
ningdn valor biolégico para el organismo pero permiten inferir, por ejemplo, que las células
individuales emiten alguna sustancia que les permite dar lugar a un comportamiento colectivo.
Un ejemplo interesante de esto se encuentra en [7], donde los autores obtienen tal tipo de con-
clusion a partir de los patrones que muestran ciertos agregados de E. coli.

Algunas reflexiones finales

En las paginas anteriores he mencionado algunos problemas que han dado, y en otros casos
podrian dar lugar a interacciones fructiferas entre biologia y matematicas. Hay otras muchas
areas de contacto entre estas dos ciencias que no he mencionado ya que las anteriores reflexio-
nes se han orientado hacia los temas que conozco mejor o me resultan mas préximos. No he habla-
do por ejemplo de tomografia, que es un area muy desarrollada matematicamente. Tampoco he
hablado de la basqueda de regularidades en el genoma, una tarea a la que hoy se estan dedican-
do abundantes recursos en muchas partes. En estos problemas, asi como en muchos de los men-
cionados en las secciones anteriores, se estan realizando numerosas simulaciones numéricas con
el fin de obtener informacion. Por otra parte es también bastante evidente que uno de los moto-
res que estan fomentando la actividad en muchas de estas cuestiones son las posibles aplicacio-
nes biotecnoldgicas que pudiesen surgir de estas investigaciones.

Bastantes de las investigaciones que se podrian realizar en la interfase entre biologia y matema-
ticas, y esto incluye muchas de las cuestiones mencionadas arriba, son posiblemente parte de lo
que podria denominarse “ciencia normal”, entendiendo por esto la combinacién acertada de los
métodos usuales de trabajo de matematicos, fisicos y bidlogos. Los métodos experimentales dis-



ponibles en biologia junto con las herramientas de modelizacion y estudio de ecuaciones, asi como
los métodos numéricos y analiticos de los que disponen los fisicos y matematicos, podrian pro-
porcionar una mejor comprension de muchos fenémenos biol6gicos.

Sin embargo, es dificil que el matematico que interaccione con los bidlogos no perciba que
éstos estan comenzando a esbozar unos conceptos que hoy por hoy no tienen una definicion mate-
matica precisa, pero que podrian suponer cambios tan radicales en la forma de entender muchos
problemas de matematicas como los que ha supuesto la fisica en el pasado. A modo de ejemplo
se puede sefialar la cuestion de entender las “redes bioquimicas”, es decir el conjunto de cone-
xiones que existen mediante reacciones quimicas de las diferentes sustancias que toman parte
en un proceso bioloégico. La primera vez que un matematico observa uno de estos diagramas la
impresion suele ser de desasosiego, debido a la complejidad de los mismos. Por otra parte, los bi6-
logos hace tiempo que llevan hablando de algunos conceptos tales como “robustez” con lo que
quieren indicar que estas “redes bioquimicas” suelen ser capaces de seguir funcionando eficaz-
mente aunque se modifique alguna de las sustancias involucradas. Mas adn, dicha robustez le con-
fiere al sistema la capacidad de evolucionar hacia configuraciones distintas, es decir, tiene dos
de las caracteristicas deseables para un sistema biologico: robustez y flexibilidad.

Creo que los matematicos son conscientes de que hoy no disponen de herramientas para des-
cribir de forma precisa el tipo de conceptos sugeridos arriba. En términos mas matematicos,
hoy no existen métodos para describir la dindmica de las ecuaciones diferenciales que descri-
ben esas reacciones quimicas. Es sabido que sistemas de ecuaciones con pocas variables
(pero mas de dos) son capaces de generar dinamicas cadticas, y en sistemas con muchas
variables que interaccionan débilmente se pueden emplear los métodos de la fisica estadisti-
ca que permiten describir el sistema mediante un conjunto reducido de variables, pero ;como
estudiar sistemas con muchas variables fuertemente interconectadas? El intento por tratar de
comprender algo mejor este problema es uno de los que ha dado lugar recientemente a un
aumento de interés en la teoria de grafos y ha dado lugar a hallazgos (cf. [4]) que comien-
zan a eshozar lo que podria ser esa futura “biomatematica” que acabaran percibiendo en su
totalidad las generaciones futuras.
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Abstract

Fluid Mechanics is an old discipline that has fascinated for centuries to mathematicians, physi-
cists and engineers. The sinusoidal motion of a fluid changing abruptly in space and time sug-
gests an extremely complex mathematical problem. A remarkable step forwards in the history of
fluid mechanics was given by Euler who in 1775 wrote for the first time the equations of motion
of an inviscid flow. Some years later, in 1825 Navier and Stokes introduced separately the vis-
cous term in what today we call Navier-Stokes equations, which are extremely dificult to solve.
Modern computers are an important tool to deal with hard problems expressed in terms of fluid
mechanics equations and therefore a new discipline called Computational Fluid Dynamics (CFD)
has been developed. A recent study outlined by an expert committee of the Division of Fluid Mecha-
nics of the American Physical Society describes important applications of fluids and their influen-
ce in our daily life [3]. To explain the impact of the mathematical and computational research
on some applied examples of fluid mechnanics is the purpose of this summary.

Wafers made from hyperpure silicon form the basis for the production of semiconductor elements
and are therefore indispensable for practically all electronic components. The silicon wafers are
characterized by their diameter, their crystal orientation, the doping additive and their surface
finish. Mathematically the core problem is described by the incompressible Navier- Stokes equa-
tions coupled with an advection-diffusion equations for heat and concentrations. Efficient and
reliable CFD methods are the crucial technologies for a thorough understanding, prediction and
optimization of the production of new and state of the art semiconductor single crystals. For
instance instabilities may be predicted with accurate simulations [6] and they need to be avoi-
ded to have dopants homogeneously distributed.

Microfluidics is a key component of established and developing technologies ranging from lab-
on-a-chip biotech devices to inkjet printing. The lack of mixing is often a key obstacle to the
effective functioning of microfluidic devices as viscous effects dominate at small scales, and indu-
cing turbulence to improve mixing is impractical. Dynamical systems theory provides a suitable
paradigm for deterministic mixing. A powerful idea emerging from pure mathematics is the so-
called linked twisted map (LTM) which provides conditions for good mixing properties.Fluid par-
ticle motion in micromixers can be described in terms of LTM (or its generalizations) and this
show that microfluidic applications can benefit by a closer linkage and use of basic theory.

Introduccion

La Mecénica de Fluidos es una disciplina que durante siglos ha fascinado a Matematicos, Fisicos
e Ingenieros. La razon quizas sea la complejidad de su dinamica que no deja de asombrarnos: el
movimiento del agua del mar, o de una torrentera, el humo de un cigarrillo, etc. Las formas
sinuosas que cambian bruscamente y se retuercen sobre si mismas dejan entrever un problema
matematico muy complejo. En la historia de los fluidos es destacable el avance de L. Euler quien
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en 1755 formalizd su descripcion escribiendo por primera vez las ecuaciones diferenciales que
rigen el movimiento de un fluido no viscoso. Afios después, en 1825, C. Navier y G. Stokes intro-
dujeron el término de viscosidad en las ecuaciones que hoy denominamos de Navier-Stokes.
Estas ecuaciones describen y cuantifican el comportamiento de los fluidos, pero en multitud de
ocasiones su tratamiento exacto no es factible lo que requiere abordar los problemas desde la pers-
pectiva computacional. La potencia de calculo de los ordenadores modernos ha abierto enormes
posibilidades en esta direccion, y se ha constituido en una rama de la Mecéanica de Fluidos lla-
mada Mecanica de Fluidos Computacional (CFD) que tiene muchas aplicaciones. Tipicamente
éstas se dan en el ambito del procesado de materiales en industria, o en procesos geofisicos, astro-
fisicos o biologicos. Tampoco faltan aplicaciones que explotan las posibilidades visuales de los
fluidos desarrollando software para la creacion de efectos especiales en la industria del cine o
del entretenimiento [1]. Un vistazo al indice de sesiones de la reunion anual de la Division de
Dindmica de Fluidos [2] de la American Physical Society (DFD-APS) es suficiente para percibir la
diversidad de problemas en que los fluidos intervienen: biofluidos, hemodinamica, microfluidos,
gotas, ruptura y coalescencia en fluidos, procesado de materiales, transporte en nanotubos y nano-
canales, nanotecnologias, capas delgadas, espumas, fluidos no Newtonianos y disoluciones poli-
méricas, ondas, fendmenos de interfases, flujos reactivos, acdstica, turbulencia, turbulencia esca-
lar, procesos de mezcla, suspensiones, fluidos multifasicos y estratificados, aerodinamica, flujos
en medios porosos, conveccién térmica, inestabilidades, geofluidos, astrofluidos, dindmica atmos-
férica, dinamica oceanica, etc. Un reciente estudio elaborado por un comité de expertos de esta
division (DFD-APS) detalla interesantes aplicaciones de los fluidos y su influencia en nuestra
vida cotidiana [3].

Es imposible abordar en esta presentacion todos los topicos mencionados, por esta razon en los
proximos apartados detallamos cual es el impacto de la investigacion mateméatica y computacio-
nal en una seleccion de ellos.

Chips, fluidos e inestabilidades

Los discos u obleas de silicio muy puro son la base de la produccién de los semiconductores o
chips, indispensables para la fabricacion de practicamente todos los componentes electrénicos.
Son el ndcleo de la moderna micro y nanoelectrénica presente en ordenadores, teléfonos movi-
les, reproductores de DVD, pantallas ultraplanas, sistemas de navegacion, control de aeronaves,
etc. La industria de las obleas de silicio representaba en 2004 un volumen de negocio de casi 6000
millones de dolares con tendencia creciente. Los elementos que caracterizan las obleas de silicio
son: su diametro (actualmente los més grandes alcanzan los 300mm), la estructura cristalina, la
concentracion de dopantes (que le proporcionan sus propiedades semiconductoras) y su acabado
(pulidos, no pulidos o recubiertos). EL control de cada uno de estos elementos en la fase de pro-
duccion industrial requiere gran precision tecnolégica. Tipicamente el crecimiento de un lingote
de silicio se realiza con el método de Czochralski (CZ). El silicio virgen policristalino se funde y
se le afaden dopantes que le proporcionan las propiedades eléctricas deseadas. El material pro-
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cesado, al fundirse entra en conveccion por efectos de tension superficial (efecto Marangoni) y
por empuje de Arquimedes (efecto Rayleigh-Bénard). Un conocimiento profundo de codmo es la
dindmica del fluido en estas condiciones es necesario ya que la conveccién puede originar una
distribucién no uniforme del material dopante, de forma que al cristalizar se producen defectos
en el cristal [4]. Por esta razon se han publicado muchos trabajos en esta linea que intentan
clarificar aspectos fundamentales. Articulos de revision sobre las inestabilidades en flujos ter-
mocapilares pueden encontrarse en [10, 11, 12]. Métodos eficientes y fiables de la Mecanica de
Fluidos Computacional son cruciales para entender, predecir y optimizar la tecnologia de produc-
cion de semiconductores monocristalinos.

Matematicamente este problema se describe por las ecuaciones de Navier-Stokes:
(16) du+(u-V)yu=Pr(-Vp+V2u+R0e),

la condicién de incompresibilidad

(17) V.u=0,

y la ecuacion del calor,

(18) 9,@+u-VO-=Ve.

Las condiciones de contorno, que dependen del recipiente de fundido, consideran los efectos de
tension superficial (efecto Marangoni) que acoplan el campo de velocidades y de la temperatu-
ra, asi como otros parametros externos de tipo térmico. El sistema (16)-(18) junto con sus con-
diciones de contorno especificas, presenta soluciones estacionarias con alta simetria (azimutal o
traslacional segln sea la geometria del recipiente). Sin embargo estas soluciones para ciertos valo-
res de los parametros externos pueden bifurcar hacia otras mas complejas bien estacionarias u
oscilatorias [5, 6, 7] que rompen la simetria y que en el proceso de produccion es conveniente
evitar pues introducen inhomogeneidades en el cristal. El analisis de estabilidad lineal determi-
na las condiciones en que las bifurcaciones o inestabilidades se producen. La teoria de bifurca-
ciones, aqui esbozada muy sucintamente para un problema concreto de las ecuaciones de los
fluidos, es en realidad un problema bésico en analisis funcional con muchas aplicaciones en
ondas de agua, en el combamiento de vigas, etc. [8, 9].

Las inestabilidades en fluidos que se han descrito son protagonistas no sélo de procesos de manu-
factura de materiales en la industria sino también de multitud de fenémenos en el ambito de la
astrofisica y geofisica: el manto terrestre y su dinamica se describen desde la perspectiva de un
fluido muy viscoso que en conveccion causa el movimiento de las placas continentales. El
nlcleo de la Tierra es un fluido cargado que en movimiento origina el campo magnético terres-
tre. La simulacién numérica directa (DNS) de estos procesos ayuda indudablemente al avance
de estas ciencias.
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Transporte en fluidos: de los oceanos a los “lab-on-a-chip”

Un fluido en movimiento se caracteriza por su campo de velocidades que en ocasiones puede lle-
gar a ser muy complejo. Una pregunta de indudable interés es ;cdmo son arrastradas las particu-
las en suspensién por un fluido en movimiento? Quizés hayamos formulado esta pregunta de una
manera abstracta, sin embargo es posible reconocerla en otras muchas que nos resultan mas cer-
canas e interesantes. En el ambito de la oceanografia, de la zoologia marina, de la tecnologia
este problema -que tiene un fuerte trasfondo matematico- cuenta con muchas aplicaciones. Por
ejemplo los oceandgrafos miden, caracterizan y describen las corrientes marinas y oceénicas.
Los nutrientes (fitoplancton, zooplancton) son arrastrados por el mar en movimiento. ;Podrian
atravesar un flujo de corriente dado y proporcionar alimento a las especies marinas al otro lado
de la barrera? ;Como se dispersan en el oceano los contaminantes vertidos por un petrolero
hundido? Las plantas desaladoras de agua marina situadas en la costa tienen un indudable
impacto ecolégico porque devuelven al mar grandes cantidades de agua con concentraciones
salinas muy superiores a las que se ha adaptado el habitat marino del entorno. ;Como se disper-
sa el agua que la planta desaladora vierte en el litoral? ;Pueden las corrientes marinas mantener
confinados esos vertidos? [13].

En el proceso de mezclado y transporte de particulas en suspension en un fluido intervienen los
procesos difusivos, pero si éstos no son importantes aquellos se describen simplemente con las
ecuaciones de adveccion:

(19) dX n
E—v(x, t), xeR

donde x(t) representa la trayectoria de una particula y v(x, t) representa el campo de velocida-
des del fluido. La ecuacion (19) es un sistema dinamico no autonomo cuando v(x, t) depende expli-
citamente del tiempo t. Un paso basico en el analisis de los sistemas dindamicos es identificar en
el espacio de fases regiones de dindmica cualitativamente diferente y las fronteras que las sepa-
ran. Esto, desde el punto de vista matematico, es todavia hoy un reto para los sistemas no auté-
nomos aperiodicos. Numerosos trabajos [19, 20] introducen conceptos tales como “estructuras
lagrangianas coherentes” (en inglés Lagrangian coherent structures LCS) o “variedades invarian-
tes” cuyo célculo numérico y aplicabilidad se discute en [21, 22]. Estos conceptos son de gran
ayuda para el analisis de problemas reales [13] y por ello un avance en la teoria basica supondra
sin duda un progreso en las aplicaciones mencionadas.

El transporte de particulas en fluidos también es importante para la microfluidica. Actualmente
los dispositivos de microfluidos son parte de una ciencia en ebullicion [14] que registra una
enorme actividad con miles de articulos publicados y cientos de patentes registradas [16, 17].
Los dispositivos de microfluidos son aparatos mintsculos (por debajo de los milimetros) que
contienen fluido cuya dinamica se describe en la aproximacion continua de las ecuaciones en deri-
vadas parciales y esto a pesar de tratarse de escalas muy pequefias. Muchos aspectos de los
microfluidos son todavia una incoégnita [15]. A grandes rasgos puede decirse que su ndmero de
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Reynolds es muy pequefio, los efectos de tension superficial son muy importantes y la viscosi-
dad es una propiedad dominante. El interés en estos miniaparatos ha crecido ya que han encon-
trado muchas aplicaciones en campos tan diversos como el enfriamiento de dispositivos electro-
nicos, las impresoras de chorro de tinta, la industria aeroespacial o la industria biomédica. En con-
creto en esta dltima area nuevos dispositivos denominados “laboratorio en un chip” (en inglés
lab-on-a-chip) se han desarrollado para obtener sistemas de analisis integrados y méviles. EL obje-
tivo a largo plazo seria eliminar pruebas clinicas en laboratorios clasicos que consumen mucho
tiempo. Un aspecto comln a muchas de estas tecnologias es el mezclado. Es decir, ;como se homo-
geneizan o mezclan los elementos inmersos en el fluido de estos micro-artefactos? Responder a
esta pregunta es importante porque en muchos de estos dispositivos la ausencia de mezclado
obstaculiza su correcto funcionamiento. Recientemente una serie de articulos referenciados en
[18] han tratado este tema. Alli se muestra que conceptos y teoremas relacionados con el Lin-
ked Twisted Map, propios de la matematica pura, son clave para el disefio 6ptimo de estas uni-
dades. En concreto el primer articulo es una revision matematica rigurosa de definiciones y ele-
mentos tedricos de los sistemas dindmicos necesarios para tratar estos problemas. Este campo
indudablemente se beneficiaria de una colaboracion mas estrecha entre aplicaciones y teoria.
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“The mathematical sciences identify and study
structures; they formulate powerful concepts that
can unify and clarify phenomena in the natural
and technological worlds, in the other sciences as
well as within mathematics itself; they organize
and design efficient ways to compute; they
form the very language of science"
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Abstract

A change in the Scientific Method

The Scientific Method has two classical pillars: experiments and theory. A third pillar has arisen
in the last decades as a consequence of the widespread use of computers: computational simu-
lation. Computational simulation is a method of scientific research that employs a computer
system to study physical, biological or social systems according to laws derived from theory
and experiments. Computational simulation is a very recent methodology. However, there is a
general agreement among scientists of very different areas on the fact that most of the scien-
tific and technological discoveries in the future will be influenced, motivated or related to modern
computational methods.

A consequence of computation: science and technology are
becoming more mathematical

Nowadays, the overwhelming majority of scientific and technological disciplines use computers
very often. This forces scientists and technologists of a large variety of fields to interact with com-
puters. Computers only work on mathematical objects -numbers and letters-, by performing on
them mathematical operations-computations, sorting and classifications. As a consequence
many sciences that in the past were disconnected of Mathematics are becoming more and more
mathematical. This is specially significative in health and social sciences.

Today, for instance, the mathematical models used in Genomic can be more complicated than
those used in a mathematically oriented science as Physics. Besides, many of the modern scienti-
fic models are specifically developed to be studied with computers. Their goals is very often to
obtain precise quantitative information of phenomena that depend on many parameters. Therefo-
re, modern scientific models require new and powerful techniques of Computational Mathematics
that can be very different from the classical tools of Numerical Analysis. This techniques have to
be developed by interdisciplinary teams of mathematicians and scientists or engineers of other
disciplines.

A mean to do impossible experiments

Computational simulation is a method to perform impossible or prohibited experiments. For ins-
tance, it is impossible to do experiments to see how a large pandemic spreads. Only computatio-
nal simulation can estimate its behavior. The same applies to natural catastrophes as earthqua-
kes, tsunamis, fires, droughts, etc.



A mean to increase profits in Industry and Finances

Computational simulation of new designs in industry, as for instance, cars, aircrafts, satellites,
etc, can save many millions of euros compared to building a series of prototypes. Similar conside-
rations remain valid for the design of new computers architectures involving high risk innova-
tions, or for the design of new drugs in pharmaceutical industry. Computer simulation of financial
markets is at present a powerful tool in the design of market strategies, still under development.

What is Computational Mathematics?

We have shown that Computational Mathematics is an important discipline that appears in many
scientific, technological and industrial scenarios. It is time to present a definition of this disci-
pline. We believe that Computational Mathematics has to be an interdisciplinary subject. We
propose the following wide definition: Computational Mathematics is the collection of computer
programs, algorithms, techniques and theories required to solve on a computer mathematical models
of problems in science and technology. Here, we understand the word science in its most ample
sense, including from the classical sciences as Physics, Chemistry, Biology, Geology, Medicine, etc,
to Social or Health sciences. We insist that Computational Mathematics must solve problems. It
is not enough to develop Theorems or Algorithms, also the practical computer implementation
of the algorithms, i.e., the software, has to be developed.

New algorithms in Teraflops age

Today, the most efficient computers are able to perform 10'? floating point operations per
second, i.e., one Teraflop. This spectacular number refers to the so-called peak performance of
the computers, i.e., the maximum speed they are able to reach. This super-fast computers are sop-
histicated machines and to obtain their maximum performance is a very difficult task that requi-
res to develop new generations of algorithms. These algorithms have to fill the gap between
computer architectures that are available and the applications that must be executed.

Un cambio en el método cientifico

Los dos pilares clasicos del método cientifico son los experimentos y la teoria. La teoria tiene
por objetivo explicar los experimentos, predecir el resultado de nuevos experimentos y contri-
buir al disefio y la construccion de “maquinas" que pongan los fenémenos naturales al servicio
del bienestar de la humanidad. La teoria y experimentacion son dos aspectos plenamente esta-
blecidos dentro del desarrollo cientifico y tecnolégico. Su utilidad esté refrendada por la ingen-
te cantidad y la gran calidad de los logros cientificos y tecnolégicos alcanzados en los dltimos
siglos en campos tan diversos como las ciencias espaciales, las ciencias de la vida, la produccion
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de energia, el mundo atémico y subatémico, la invencion y desarrollo de los ordenadores, las cien-
cias de la computacion, etc. Precisamente la generalizacion del uso de los ordenadores ha hecho
que en las dos dltimas décadas haya aparecido un tercer pilar del método cientifico: la simu-
lacion computacional.

Podemos definir informalmente la simulacion computacional como un método de investigacion
cientifica que emplea los ordenadores para simular sistemas fisicos, bioldgicos o sociales de acuer-
do a las leyes derivadas de la teoria y los experimentos. Comparada con la teoria y la experimen-
tacion, la simulacion computacional es una disciplina muy joven, alin no totalmente estableci-
da, cuyos métodos especificos y sus conexiones con la teoria y la experimentacion se encuen-
tran en desarrollo. No sabemos cuanto puede dar de si, pero sospechamos que mucho, es mas,
casi sospechamos que la mayor parte de los grandes logros cientificos y tecnolégicos del futuro
estaran influidos por, motivados por o relacionados con los modernos métodos de computacion.

Una consecuencia de la computacion: la matematizacion
de las ciencias y las tecnologias

En consonancia con lo descrito en la seccion anterior es dificil imaginar en la actualidad alguna
disciplina cientifica o tecnolégica que no haga un uso frecuente de los ordenadores. Eso obliga
a los cientificos y tecndlogos de ambitos muy diversos como medicina, biologia, ciencias socia-
les, etc, a comunicarse con un ordenador. Los ordenadores sélo trabajan sobre objetos matema-
ticos -ntmeros y letras- y s6lo pueden realizar sobre ellos operaciones matematicas -calculos, orde-
naciones y clasificaciones (que no corresponden a otra cosa que al concepto algebraico de rela-
cion). Ello ha provocado de manera natural que muchas ciencias que tradicionalmente tenian poco
que ver con las matematicas se hayan matematizado enormemente en la Gltima década. Este
proceso es especialmente llamativo en las ciencias sociales y de la vida.

Ya no son sélo las disciplinas tradicionalmente méas matematicas como la fisica, la quimica y las
ingenierias las que requieren el uso de técnicas matematicas sofisticadas. Ahora los modelos mate-
maticos requeridos, por ejemplo, por la genética pueden ser tanto o mas complicados que los de
la fisica y la ingenieria, y ademas se hallan menos desarrollados y comprendidos. Una caracteris-
tica de los nuevos modelos es que con frecuencia nacen por y para ser estudiados computacio-
nalmente con ordenadores. Su objetivo es obtener informacion cuantitativa precisa de fendome-
nos muy complicados que involucran muchos parametros, frente a los modelos mas simples de la
ciencia de hace treinta afios que pretendian, o bien obtener informacion cualitativa de la natu-
raleza a costa de despreciar muchos de los factores que intervenian en un fenémeno, o bien des-
cribir cuantitativamente fendmenos dependientes de un nimero reducido de pardmetros.

Todo esto hace distintos a los modelos matematicos que actualmente aparecen en la ciencia y la
tecnologia: son usualmente mas complejos v, por ello, mas exigentes y retadores respecto de las
técnicas de matematica computacional que requieren.



En el aflo 2002 asistimos a uno de los logros cientificos mas importantes de los Gltimos afios: la
descripcion completa de la secuencia del genoma humano [14, 8]. Menos conocido es que detras
de este logro se encuentra un algoritmo matematico que redujo drasticamente el tiempo necesa-
rio para completar la secuencia. Dicho algoritmo, conocido como whole genome shotgun sequen-
cing [15, 7], fue considerado visionario y condenado al fracaso por muchos grupos de investiga-
cion involucrados en la descripcién del genoma humano. Dichos grupos utilizaban algoritmos de
tipo divide y conquista -que necesitaban un tiempo prohibitivo de computacién- y mantenian
que la aproximacion whole genome shotgun sequencing no podria utilizarse para hallar secuen-
cias de los genomas de mamiferos. Otro detalle muy significativo de esta historia es que la per-
sona que desarrollo este exitoso algoritmo fue un matematico, Eugene Myers, que obtuvo su licen-
ciatura en matematicas en 1975 en el California Institute of Technology, y su doctorado en Com-
puter Science en 1981 en la University of Colorado, con una tesis doctoral sobre un problema
eminentemente matematico titulada A Depth-First Search Characterization of k-Connectivity and Its
Application to Connectivity Testing.

De esta pequea historia sobre un hito cientifico tan importante debemos sacar algunas conclu-
siones: la matematica computacional fue la clave de la resolucion del problema; el tipo de mate-
matica computacional que se utilizdo fue muy distinta de lo que clasicamente se entiende en
matematicas como analisis numérico; y la interdisciplinariedad jugd un papel fundamental. Pero
sobre todo, ;quién podria pensar hace 20 afios en que las palabras algoritmo y biologia apare-
cieran juntas en un logro cientifico de primera linea?

Terminamos esta seccién con una observacion fundamental: muchas ciencias y tecnologias vuel-
ven en la actualidad sus ojos hacia las matematicas porque las matematicas pueden realizar,
gracias a la existencia de ordenadores, calculos y tareas que eran inimaginables hace unos pocos
afos. En este contexto recae sobre la matemdtica computacional la responsabilidad de llenar,
mediante el desarrollo de algoritmos innovadores, el hueco existente entre las arquitecturas de los
ordenadores actualmente disponibles y las aplicaciones que deben ser ejecutadas. Hoy mas que nun-
ca es cierta la famosa frase de Galileo: El gran libro de la naturaleza estd escrito en simbolos
matemdticos, pues cada vez se aplica a mas disciplinas. Muchas de estas disciplinas no han usa-
do hasta hace pocos afios los resultados de las matematicas y por lo tanto plantean nuevas exi-
gencias a las matematicas. La matematica computacional tiene que contribuir también a hacer
accesibles computacionalmente a otras ciencias el mayor nimero posible de resultados de las mate-
maticas puras y abstractas. Si son accesibles, muchos de ellos seran utilizados.

Un medio para realizar experimentos irrealizables

La simulacion computacional constituye un método para realizar experimentos irrealizables. Por
citar un problema de actualidad: no se puede hacer un experimento sobre cdmo se extiende una
epidemia de grandes magnitudes, menos ain si dicha epidemia afecta a seres humanos. Sin embar-
go, desafortunadamente, las epidemias alin existen y debemos saber como se propagan antes de
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que aparezcan. Soélo la simulacion computacional de modelos matematicos para estos problemas
puede darnos una idea de su comportamiento. Otros problemas de este tipo incluyen las catas-
trofes naturales -terremotos, maremotos, incendios, inundaciones, sequias, etc.- y posibles ata-
ques terroristas con armas biolégicas.

Predecir los efectos de procesos como los citados en el parrafo anterior sélo sera posible con mode-
los matematicos masivamente computacionales, que requieren el desarrollo de nuevos algoritmos para
el uso inteligente de ordenadores de gran potencia. Decimos que estos modelos son masivamente com-
putacionales porque deben incorporar multitud de términos y efectos que los hacen intratables ana-
liticamente. No se trata sdlo de tener una idea cualitativa de como se propaga una epidemia, sino
informacién cuantitativa precisa que permita tomar decisiones reales que involucran intervalos de
tiempo reales y vidas humanas. No estamos aiin en ese nivel de prediccion, pero los avances compu-
tacionales en ciencias predictivas como la meteorologia nos hacen pensar que podemos no estar lejos,
siempre que se hagan los esfuerzos cientificos y presupuestarios adecuados.

Un medio para aumentar beneficios en la industria y las finanzas

La simulacién computacional de nuevos disefios en la industria, como por ejemplo de aviones,
satélites, coches y barcos, puede contribuir a ahorrar muchos millones de euros en industrias como
la automovilistica y la aero-espacial, si comparamos sus costes con la construccién de prototi-
pos reales de coches, aviones, barcos o satélites. Es obvio que la simulacion computacional no
puede, ni debe, evitar la construccion de ciertos prototipos finales sobre los que analizar el
comportamiento real, pero evita la construccion de muchos disefios que fracasarian, aumenta la
seguridad de los disefios construidos y contribuye a mejorar la calidad final de los productos.

Todo ello redunda en una jerarquia de beneficios: para los usuarios, en cuanto a calidad y precio de los
productos obtenidos, y financieros para las empresas involucradas al favorecer la reduccion de costes.

Consideraciones similares a las presentadas en el parrafo anterior se aplican en muchos otros &mbi-
tos como el propio disefio de nuevos ordenadores con arquitecturas que involucren innovaciones
de alto riesgo, el desarrollo de nuevos farmacos, la planificacion de misiones espaciales, la
simulacion del comportamiento de los mercados financieros, etc. De nuevo en el mundo de los
mercados financieros nos encontramos con la imposibilidad de realizar experimentos, o estos
pueden ser muy peligrosos y causar crisis financieras de distintos niveles. Sélo la simulacion
computacional puede proporcionarnos informacion.

¢Qué es la matematica computacional?

Hemos evitado hasta el momento dar una definicién concreta de lo que entendemos por matema-
tica computacional. Nuestro objetivo ha sido mostrar su importancia y ubicuidad en la mayor par-



te de los desarrollos cientificos y tecnologicos actuales antes de entrar en una descripcion mas
especifica de esta disciplina. Desde nuestra perspectiva la matematica computacional debe enten-
derse como una actividad integradora y multidisciplinar. Por ello proponemos una definicion amplia:
la matemadtica computacional es el conjunto de programas de ordenador, algoritmos, técnicas y teo-
rias necesario para resolver en un ordenador modelos matemadticos de problemas que surgen en la
ciencia y la tecnologia [4]. Queremos insistir en que entendemos ciencia en el sentido mas amplio
posible, englobando en este término tanto la economia, las ciencias sociales y las ciencias de la
salud, como las ciencias clésicas: fisica, quimica, biologia, geologia, etc.

Remarquemos una palabra que aparece en la definicion anterior: resolver. La matematica compu-
tacional debe proporcionar soluciones practicas y concretas a los problemas. En ese sentido se
basa en disciplinas matematicas clésicas y, por supuesto, en el analisis numérico, pero va mas alla
de ellas. A la matematica computacional no le basta con desarrollar y analizar nuevos algorit-
mos, debe proporcionar los programas optimizados que los implementen, resolviendo también
todos los problemas practicos que esto requiere.

Las matematicas puras pagan, por su belleza y abstraccion, un alto precio: desarrollan un cono-
cimiento estructural, pero no siempre poseen una comprension profunda de los objetos indivi-
duales que desean estudiar. Las aplicaciones, por el contrario, estudian objetos individuales
concretos. La matematica computacional también estudia problemas concretos, se ve forzada a
ello por su unién con los ordenadores, que sélo pueden trabajar de una manera concreta, no
abstracta. Como ya hemos comentado, uno de los objetivos prioritarios de la matematica com-
putacional es también contribuir a hacer Gtiles, computables, y posiblemente aplicadas muchas
ideas poderosas de las matematicas que habitan adn en el mundo de la abstraccion [3].

Nuevos algoritmos para la supercomputacion en la era
de los Teraflops

Estamos en la era de los Teraflops: los ordenadores actualmente mas potentes son capaces de realizar
més de un Teraflop (10%2 = un millon de millones) de operaciones por segundo. Ser capaces no signi-
fica que siempre lo hagan. De hecho estos nlimeros espectaculares se refieren a lo que se conoce
como peak performance, es decir, la velocidad maxima de calculo que son capaces de alcanzar [1].

Estos supercomputadores son maquinas complicadas que trabajan en paralelo. Conseguir que
alcancen su maxima eficiencia al resolver un determinado problema requiere el desarrollo de nue-
vos y sofisticados algoritmos. Queremos dejar claro que no se trata de reprogramar los algorit-
mos existentes, sino de desarrollar nuevos métodos numéricos que se adapten a las nuevas arqui-
tecturas. Ello exige, simultdaneamente, nuevos analisis de convergencia, errores y estabilidad.
Se trata de hacer nuevas matematicas que estén desde un principio en perfecta comunién con
las arquitecturas disponibles [6]. Sin estas matematicas la potencia de los ordenadores mas moder-
nos queda seriamente limitada.
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La velocidad y prestaciones de los ordenadores han aumentado espectacularmente en las Gltimas
décadas, y sequiran haciéndolo, pero con seguridad no al mismo ritmo. En cualquier caso no a
un ritmo suficiente como para enfrentarse con los algoritmos actualmente existentes a los com-
plejos modelos que surgen hoy en dia en las aplicaciones cientificas y tecnoldgicas. Estamos
necesariamente en una era de nuevos algoritmos. Ademas no hay que olvidar que en nuestra bre-
ve era de simulacién computacional -a lo mas de unas cinco décadas de duracion- los algoritmos
por si solos han logrado aumentar la velocidad de céalculo en muchos problemas cientificos y
tecnolégicos en un factor comparable al resultante del aumento de prestaciones de los ordena-
dores. Un ejemplo famoso es la evolucion de los algoritmos para resolver la ecuacion de Poisson
en tres dimensiones, un problema que surge en multitud de aplicaciones, y en particular en el
célculo de potenciales electrostaticos [6]. Para este problema el desarrollo de nuevos algoritmos
ha logrado, por si solo, que los calculos sean dieciséis millones de veces mas rapidos (;16.000.000!).

Concluimos con una observacion: el desarrollo de nuevos algoritmos sélo tiene como limite el inge-
nio y la inteligencia de los hombres, mientras que la velocidad de los ordenadores tienen limites
fisicos que no tardaran en alcanzarse.

Nuevos horizontes en Matematica Computacional

Terminamos esta breve panoramica sobre la matematica computacional enumerando algunos
problemas actuales en los que existe una intensa actividad investigadora. No pretendemos, ni
podemos en tan breve espacio, ser exhaustivos. La seleccion depende de nuestro conocimiento y
preferencias personales, y sin duda dejamos temas importantes sin mencionar.

Investigacion basica en métodos numéricos y algoritmos
para problemas matematicos clasicos

Cuando un investigador o un profesional se enfrenta a la tarea de resolver en un ordenador
un modelo matematico para un problema aplicado, lo primero que hace es buscar en la lite-
ratura y en las librerias de software existentes antes de inventar un nuevo algoritmo. Muchas
veces esto es suficiente y, en cualquier caso, casi siempre los algoritmos existentes para
tareas basicas se utilizan como componentes en los nuevos algoritmos. Hay adn muchos pro-
blemas basicos para los que los algoritmos existentes no son satisfactorios, o son suscepti-
bles de mejoras que pueden incrementar significativamente su precision, velocidad o rango
de aplicabilidad. Esta investigacién comprende los problemas clasicos del analisis numérico y
es un aspecto esencial para el avance de la matematica computacional. Entre las disciplinas
mas importantes citamos las siguientes.

- Algoritmos para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales en derivadas parciales: Estas
ecuaciones son la base de muchos de los modelos matematicos que se utilizan en la simula-



cion computacional de aquellos problemas de ciencia e ingenieria que son continuos. Citamos
algunos temas actuales de investigacion: técnicas de mallado adaptativo y multimalla para opti-
mizar los métodos de elementos finitos; nuevas perspectivas en métodos espectrales de alto
orden; descomposicién en dominios, etc.

- Algoritmos para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales ordinarias: Estas ecuaciones
son fundamentales en los problemas de mecanica clasica y por lo tanto aparecen en multi-
tud de aplicaciones en ingenieria. La investigacion actual se centra en el disefio de méto-
dos especificos adaptados a las caracteristicas particulares de los problemas a tratar, en
particular, métodos exponencialmente adaptados para problemas de gran dimension, méto-
dos adaptados para problemas con discontinuidades, métodos Runge-Kutta multirresolu-
cion, formulas para sistemas Hamiltonianos, etc.

- Algoritmos en geometria computacional y disefio geométrico asistido por ordenador (CAGD):
con sus aplicaciones al reconocimiento de formas, la morfologia computacional, el disefio de
circuitos integrados a muy alta escala (VLSI), la vision artificial, los sistemas de informacion
geografica, las redes de transporte y comunicacion, y la robética. Ello comporta el estudio
de representacion de curvas y superficies, problemas de interseccion, representacion y mani-
pulacion de figuras y objetos, interpolacién en varias variables, estructuras de datos geomé-
tricos, complejidad algoritmica, etc.

- Algoritmos de dlgebra lineal numérica: Se trata de un campo que proporciona herramientas
basicas para la resolucién matematica y numérica de numerosos problemas cientificos y tec-
nolégicos con gran impacto potencial. Los algoritmos del algebra lineal numérica constituyen
un cuello de botella para la eficiencia y precision de muchos de los algoritmos que aparecen
en el resto de las disciplinas numéricas. Es por ello que son los algoritmos mas sofisticados y
optimizados desde el punto de vista de precision y eficiencia. Hay una gran actividad investi-
gadora en la obtencién de métodos adaptados a estructuras particulares y destacan por su
interés en las aplicaciones métodos de aproximacion de valores propios y valores singulares con
alta precision relativa. Investigaciones en curso como los métodos super-rapidos (0 ( n?))
para la multiplicacién de dos matrices cualesquiera pueden cambiar drasticamente la eficien-
cia de multitud de algoritmos numéricos de disciplinas diversas.

Algoritmos paralelizables para problemas matematicos

Destacamos por separado la importancia de la paralelizacion. Podemos decir que entran aqui
muchos de los problemas mateméaticos aplicados, incluidos los de la seccion anterior. La para-
lelizacion constituye un problema muy dificil, pues requiere un conocimiento profundo tanto
del problema matematico en consideracién como de la arquitectura del ordenador a utilizar.
Exigen con frecuencia el desarrollo de nuevos métodos numéricos, pues los algoritmos secuen-
ciales pueden no ser utilizables en paralelo. Sin embargo, de este tipo de algoritmos depen-
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dera la resolucion de muchos problemas cientificos y tecnolégicos de gran complejidad que
aparecen en disciplinas como: el disefio de farmacos, la genética, problemas medioambienta-
les de caracter global (calentamiento global, contaminacién), pruebas de accidentes en aero-
dinadmica, etc. [6].

Nuevas disciplinas en matematica computacional

Incluimos aqui, como mero botén de muestra, tres disciplinas no tratadas cldsicamente en ana-
lisis numérico y que sin embargo tienen actualmente un gran impacto tecnoldgico y aplicado, a
la par de dar lugar a problemas matematicos y computacionales de gran envergadura. Su deno-
minador com(n es que tratan problemas discretos, bien geométricos o combinatorios. Debe que-
dar claro que existen muchos otros problemas que estan recibiendo actualmente una gran aten-
cién y que no mencionamos por concision.

- Procesamiento de imdgenes (Imaging Science): Es quiza una de las disciplinas modernas
que plantea problemas matematicos mas novedosos y retadores y a la que mas esfuerzo y
financiacion se le dedica en Estados Unidos. Una de sus aplicaciones mas importantes la
constituye el procesamiento de imdgenes de distintos métodos de diagndstico en medicina.
Existen revistas especializadas exclusivamente en ello como IEEE Transactions on Medical
Imaging y ya se ha acufiado el término inglés de Imaging Science. Como problemas mate-
maticos especificos citamos: las matematicas del reconocimiento de caras, el uso de produc-
tos tensoriales o de Kronecker en restauracion de imagenes, el problema del inpainting o
interpolacion de imagenes.

- Generacion de mallas: Es un problema motivado originalmente por los métodos numéricos
de elementos finitos para resolver ecuaciones en derivadas parciales, pero tiene en la actua-
lidad muchas mas aplicaciones como, por ejemplo, en graficos computacionales. Las técni-
cas de elementos finitos necesitan dividir una region del plano o del espacio en “pedazos”
finitos que tengan buenas propiedades. Hace unos pocos afios esto se hacia de manera ad-
hoc para cada problema en consideracion pero en la actualidad este problema surge con
tanta frecuencia que ha aparecido una gran demanda de algoritmos que realicen esta tarea
de forma optima y automatica. El problema puede considerarse resuelto en dos dimensiones
gracias al algoritmo implementado en el celebrado cédigo triangle [11, 12] que ha supues-
to un gran reconocimiento y diversos premios para su creador Jonathan Shewchuk [10].
Este tipo de problemas sigue abierto en mas de dos dimensiones y en dos dimensiones para
otro tipo de mallas. En la Figura 1 mostramos el uso de triangle en la simulacién de la pro-
pagacion de corrientes eléctricas en el miocardio [9].
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FIGURA 1

|
Las mallas triangulares producidas por triangle han sido usadas en la
simulacion de la propagacion de corrientes eléctricas en el miocardio [9]

FIGURA 2

|
ik Matriz Jacobiana y su representacion comprimida que da lugar al desarrollo
mediante grafos de algoritmos eficientes para su calculo [5]

Computacion cientifica y problemas combinatorios: Esta moderna disciplina trata sobre el desa-
rrollo, analisis y aplicacion de algoritmos combinatorios para resolver problemas computacio-
nales cientificos y tecnoldgicos. Algunos de los temas actuales en este campo son: desarrollo
de precondicionadores para métodos iterativos mediante el estudio de inmersiones de grafos
[13]; y el uso de técnicas combinatorias de grafos en problemas no lineales para el calculo
eficiente de Jacobianos y Hessianos [5]. Ver Figura 2.

Estas técnicas estan relacionadas con uno de los problemas computacionales abiertos mas inte-
resantes y aplicados: la blsqueda de algoritmos eficientes y estables para la diferenciacién auto-
mdtica. Los algoritmos de diferenciacién automatica condicionan la eficiencia y estabilidad de
los métodos de Newton para resolver sistemas de ecuaciones no-lineales con muchas incégnitas.
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Conclusion y referencias

Es un hecho cierto que muchos de los avances cientificos y tecnolégicos de las Gltimas décadas
descansan en los métodos y capacidades de la matematica computacional. Las perspectivas de
futuro son que esta tendencia se incrementara cada vez mas. Por ello hay que apostar decidida-
mente por la matematica computacional, tanto a nivel de investigaciéon como de educacion.
Esto implicaria que muchos de los matematicos de las nuevas generaciones estarian entrenados
para resolver problemas desde el principio hasta el final, lo que implica una formacion multidis-
ciplinar que haga natural la colaboracién con otros cientificos.

He reunido en este documento ideas y formas de pensar que he encontrado dispersas en muchos
lugares. Mis opiniones se han visto especialmente influidas por lecturas de articulos en SIAM News
y por varios de los excelentes documentos que SIAM (Society for Industrial and Applied Mathe-
matics) proporciona en la pagina web http://www.siam.org/about/science/.

Bibliografia

[1] Cipra, B.A.; SC2002: A Terable Time for Supercomputing, SIAM News, 36, 2 (2003), (1-3).

[2] Cohn, H.; Kleinberg, R.; Szegedy, B.; Umans, C.; Group-theoretic Algorithms for Matrix Multiplication, Proceedings
of the 46th Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, (2005), (379-388). (Invited to FOCS
2005 Special Issue)

[3] Edelman, A.; Elmroth, E.; Kagstrom, B.; A geometric approach to perturbation theory of matrices and matrix
pencils. Part I: versal deformations, SIAM J. Matrix Anal. Appl., 18 (1997), (653-692).

[4] Golub, G.; Ortega, J.M.; Scientific Computing: An Introduction with Parallel Computing, Academic Press, San
Diego, (1993).

[5] Gebremedhin, A.; Manne, F.; Pothen, A.; What color is your Jacobian? Graph coloring for computing derivatives,
SIAM Review, 47 (4), (2005), (629-705).

[6] Keyes, D.; Computational and Applied Mathematics in Scientific Discovery,
http://www.siam.org/about/science/sci-news.php, (2004).

[7] Myers, E.; Whole-Genome DNA Sequencing, IEEE Computational Engineering and Science 3, 1, (1999), (33-43).

[8] Myers, E.W; Sutton, G.G.; Smith, H.0.; Adams, M.D.; Venter, J.C.; On the Sequencing and Assembly of the
Human Genome, Proc. Natl. Acad. Sciences 99, 7, (2002), (1661-1671).

[9] Pormann, J.B.; Board, J.A.; Rose, D.J.; Henriquez, C.S.; Large-scale modeling of cardiac electrophysiology, Com-
puters in Cardiology 2002. Volume 29 (IEEE) (Cat. No.02CH37421) (2002), (259-62).

[10] Robinson, S.; Hooked on meshing, Researcher Creates Award-Winning Triangulation Program, SIAM News 36, 9,
(2003), (1-8).

[11] Shewchuk, J.; Triangle: Engineering a 2D Quality Mesh Generator and Delaunay Triangulator, in Applied Com-
putational Geometry: Towards Geometric Engineering (Ming C. Lin and Dinesh Manocha, editors), volume
1148 of Lecture Notes in Computer Science, Spriger-Verlag (Berlin), (May 1996), (203-222).



[12] Shewchuk, J.; Delaunay Refinement Algorithms for Triangular Mesh Generation, Computational Geometry: The-
ory and Applications 22, (2002), (21-74).

[13] Spielman, D.; Teng, S.; Nearly linear time algorithms for graph partitioning, graph sparsification, and solving
linear systems, Proceedings of the 36th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, (2004), (81-90).

[14] Venter, J.C.; Adams, M.D.; Myers, E.W.; et al., The Sequence of the Humane Genome, Science 291 (2002), (1304-1351).

[15] Weber, J.; Myers, E.; Human Whole Genome Shotgun Sequencing, Genome Research 7 (1997), (401-409).

PARA EL DESARROLLO CIENTIFICO Y TECNOLOGICO

MATEMATICA COMPUTACIONAL: UN NUEVO PILAR

—
<
)
>
o
o
©
()







Capitulo XII

NUEVAS INFRAESTRUCTURAS MATEMATICAS
EN LA COMUNIDAD DE MADRID
COMPUTACION E INTERACCION I+D+i

UNIVERSITY OF CALIFORNIA, SAN DIEGO
Mechanical and Aerospace Engineering

Jacobs School of Engineering

La Jolla, CA 92093, USA

Correo electronico: soniamd@ucsd.edu

Pagina web: http://flyingv.ucsd.edu/sonia

UNIVERSITY OF CALIFORNIA, SANTA CRUZ
Applied Mathematics and Statistics

Baskin School of Engineering

Santa Cruz, CA 95064, USA

Correo electronico: jcortes@ucsc.edu

Pagina web: http://www.ams.ucsc.edu/ jcortes



<
o
w
—
=
o
o
w
<
4
=
w
%)
<
)
=
=
T
=
—
<

Abstract

In the near future, new generations of robots and autonomous vehicles will play a fundamen-
tal role in scientific and commercial applications of great social impact. Some of their uses
include distributed monitoring and surveying (e.g., crop monitoring and management), rapid
deployment in disaster relief and situation awareness operations, environmental monitoring
(e.g., study of oceanographic and atmospheric interactions), health monitoring of civil infras-
tructure (bridges, buildings, oil pipes, etc); and distant planet image generation (e.g., mobi-
le satellites equipped with interferometers). In these contexts, coordinated, sensor-equip-
ped vehicles will carry out a variety of search and rescue, data gathering and fusion, detec-
tion and estimation tasks.

The complexity of these multi-robot systems presents new challenges that lie at the confluence
of communication, computation and control. Although technology provides the physical compo-
nents to build such sensor networks, the potential benefits of such systems have not been reali-
zed yet. As of today, there is a lack of understanding on how to coordinate and assemble the
individual devices together. In other words, there are not systematic methodologies that allow
to control large-scale distributed systems like these. As a consequence, there is a great neces-
sity to expand the currently available set of tools and paradigms to design and manage these
systems in an efficient manner. In particular, it is envisioned that new substantial contributions
will be made from the Mathematical Sciences. In this article we enumerate some of the challen-
ges that are associated with robotic systems of this nature.

Introduccion

En un futuro cercano, nuevas generaciones de robots y vehiculos auténomos jugaran un papel
critico en aplicaciones cientificas y comerciales de gran impacto social. Algunas de estas apli-
caciones incluyen sistemas de observacion y supervision del medio ambiente (por ejemplo,
grupos de sensores quimicos portatiles capaces de detectar componentes toxicos), sistemas
de despliegue rapido en situaciones catastréficas (por ejemplo, redes de robots moviles
para prevencion de desastres naturales y atencién de emergencia), redes auténomas de
muestreo en estudios bioldgicos y oceanograficos (por ejemplo, observacion de especies ame-
nazadas, validacién de modelos micro-climaticos), supervision de infraestructuras criticas
(puentes, edificios, gaseoductos, etc) o estudio y obtencién de imagenes de planetas dis-
tantes (por ejemplo, por medio de grupos de vehiculos espaciales equipados con interfero-
metros navegando en formacion).

En estos contextos, sensores y vehiculos coordinados desarrollaran operaciones de bdsqueda y
rescate, reconocimiento, recogida y fusion de datos, deteccién y estimacion de polucion, etc.
La Figura 3 muestra algunas plataformas en desarrollo:
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‘FIGURA 3

De izquierda a derecha, ejemplos tomados de UIUC Multi Rover Laboratory,
~ NASA Terrestrial Planet Finder y Sandia National Laboratory

Las ventajas potenciales que resultaran de utilizar colecciones de sensores son numerosas.
Por ejemplo, ciertas tareas son dificiles, si no imposibles, cuando son realizadas por un solo
agente. Ademas, un grupo de agentes ofrece de manera inherente una resistencia mas robus-
ta ante fallos de los agentes individuales o de los canales de comunicacién. En las aplica-
ciones mencionadas, se emplearan sistemas auténomos tales como robots méviles; vehicu-
los anfibios y todo-terreno; robots espaciales para construccion y servicio; robots con patas,
robots-serpiente, robots-pez y otros robots biomiméticos. Estos sistemas robéticos estaran
gobernados por dinamicas hibridas no lineales y se moveran en medios cambiantes y proba-
blemente inseguros. Interaccionaran con su entorno via ligaduras de rodamiento, impactos
y fuerzas viscosas. Los avances tecnoldgicos en computacion, procesos de fabricacion y comu-
nicaciones haran posible que estos dispositivos puedan operar con niveles cada vez mayo-
res de autonomia y destreza.

Tales sistemas estaran controlados mediante esquemas jerarquicos que les permitiran operar auto-
nomamente, interaccionar y cooperar con otros robots, y recibir 6rdenes de un operador huma-
no. Una de las capacidades mas bésicas e importantes de un robot es la habilidad para planificar
y ejecutar con seguridad sus propios movimientos. Esta capacidad es crucial para poder desarro-
llar lenguajes de programacion robdtica mas sofisticados y poder realizar comportamientos gru-
pales tales como la creacion de formaciones y la manipulacion cooperativa.

Desde una perspectiva matematica, numerosas areas de investigacion, tanto fundamental como
aplicada, tienen una relevancia directa en los problemas de control y robdtica a los que nos enfren-
tamos para hacer posible estos avances. En la actualidad, conceptos, herramientas y métodos
de Mecénica Geométrica, Teoria de Sistemas Dindmicos, Teoria de Estabilidad, Analisis No-dife-
renciable, Teoria de Sistemas, Investigacion Operativa, Optimizacion Distribuida, Ciencias de la
Computacion, Geometria Computacional, Algoritmos Distribuidos, Teoria de Grafos, Control de
Topologias, Estimacion y un largo etcétera, estan jugando un papel fundamental en el desarro-
llo de estas capacidades. El papel de las Matematicas es critico a la hora de hacer realidad los esce-
narios descritos anteriormente.
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Los futuros escenarios y las novedosas aplicaciones de robots auténomos hacen necesario el desarro-
llo del conjunto de herramientas de control actualmente disponibles. En este informe, nos centramos
en dos clases de problemas en los que los avances matematicos prometen tener un gran impacto:

(i) el control de movimientos de sistemas auténomos (Seccion 2).

(i1) la coordinacion de grupos de sistemas auténomos para realizar cooperativamente tareas
especificas (Seccion 3).

Control de movimientos de sistemas autonomos

Hoy en dia disponemos en gran variedad de ambientes de toda clase de sistemas -desde satéli-
tes en el espacio hasta sumergibles en el océano- que operan con cada vez mayores niveles de
autonomia (ver Figura 4). EL funcionamiento correcto de estos sistemas se basa en la seleccion
y ejecucion de algoritmos que les permiten realizar sus tareas y adaptarse a las condiciones impre-
vistas de su entorno. En particular, todo sistema que requiera algln tipo de movilidad precisa resol-
ver el problema fundamental del control de movimientos.

‘FIGURA 4

Vehiculos autonomos y robots biomiméticos

Sumergible SCAMP Satélite Cassini NASA Spirit Mars Rover

HREX UMichigan

Robot SONY AIBO

Asimo de Honda

Por esta razon, uno de los temas principales en robdtica es el disefio de mecanismos novedosos de
locomocidn, tanto fisicos como de software, que permitan la fabricacion de prototipos mas agiles
y habiles. Asi por ejemplo, se han desarrollado mdltiples variaciones de herramientas basicas, tales
como la rueda. En el Spirit, uno de los dos rovers enviado a Marte por la NASA en el 2004, cada
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rueda posee un motor individual para lograr mayor versatilidad sobre terrenos rugosos [8]. Otra alter-
nativa viene dada por los robots “con patas” (ver Figura 4), que estarian mejor adaptados a suelos
con escaleras y hoyos. Esta solucion estd claramente inspirada en la Naturaleza y es parte de un
esfuerzo mas amplio por reproducir toda una clase de sistemas “biomiméticos” o “biomorfos”. La
motivacion tras esta linea de investigacion va desde la bdsqueda de nuevas formas de locomocion,
pasando por la posible explotacion comercial (robots de entretenimiento), hasta su utilizacién como
herramienta para entender y reproducir el funcionamiento de los seres vivos (lo que se ha dado en
llamar “integrative biology” [7]). En cualquier caso, la fabricacion del robot es uno de los pasos nece-
sarios para la realizacion de un sistema autonomo. Otro aspecto fundamental es el desarrollo de
los algoritmos que nos permitan obtener el maximo partido de la tecnologia disponible.

Una tendencia generalizada en la blsqueda de algoritmos para el control de movimientos de un robot
es la definicion de métodos ad hoc, que funcionan muy bien para un sistema robdtico concreto, pero
no pueden ser extrapolados a otros sistemas similares. Sin embargo, se puede observar que gran
nimero de prototipos poseen caracteristicas comunes que hacen posible su tratamiento de forma
unificada. Esta perspectiva ha generado algoritmos vilidos para una amplia clase de sistemas, que
hacen un uso extensivo de la estructura matemdtica de sus modelos (ver, por ejemplo, [1, 2, 5]). Estos
algoritmos sirven para definir primitivas del movimiento, es decir, movimientos sencillos que pueden
combinarse en un comportamiento global de sistema. El control de los sistemas robéticos mediante
primitivas se emplea en gran nimero de prototipos y se conoce como control de bajo nivel de un sis-
tema embebido. Tal y como se ilustra en la Figura 5, el Planificador Global o control de alto nivel del
sistema auténomo es el encargado de elegir la combinacion adecuada de primitivas que el Planifica-
dor Local o control de bajo nivel genera en respuesta a las condiciones externas del sistema. Esto da
lugar a un control por realimentacién o por “feedback”, garantizando robustez frente a perturbacio-
nes externas. Las caracteristicas deseables de las primitivas son: que sean robustas, implementables
en tiempo real y poco costosas desde el punto de vista computacional y sensorial. En este sentido, el
tipo de algoritmos que estan desarrollando desde esta perspectiva unificadora son aplicables a siste-
mas con un ndmero limitado de medios de accién o “actuadores” y, por tanto, no tan costosos desde
el punto de vista del hardware. Como consecuencia, estas primitivas pueden ser (tiles en la defini-
cion de mecanismos de seguridad para sistemas en los que puedan fallar algunos de sus actuadores.

‘FIGURA 5

Sistema moderno de control

Actuadores Sensores

A\

H Planificador | Planificador | ¢
! Local Global
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Coordinacion de sistemas autonomos

La coordinacion de sistemas autonomos esta adquiriendo una gran importancia en numerosas
areas de la ingenieria. El despliegue de grandes grupos de sensores méviles y vehiculos auténo-
mos esta convirtiéndose en una realidad gracias a los avances tecnolégicos en redes y en minia-
turizacion de sistemas electro-mecénicos. Estas y otras tecnologias emergentes han ido llenando
rapidamente el vacio que existia para poder fabricar grandes cantidades de pequefios dispositi-
vos, auténomos, baratos y energéticamente eficientes, equipados con las capacidades de comu-
nicarse entre si, medir y estimar fendmenos fisicos en su entorno, procesar los datos que adquie-
ren y decidir su movimiento con la informacion procesada.

La complejidad de tales sistemas méviles presenta nuevos desafios en la frontera entre la comu-
nicacién, la computacién y el control. Aunque la tecnologia suministra los componentes fisicos
de tales redes de sensores, y aunque estos sistemas tendrian un impacto positivo en numerosas
aplicaciones, los beneficios potenciales de tales sistemas no se han materializado todavia.

A dia de hoy, la limitacion fundamental es la falta de entendimiento para coordinar los dispositi-
vos individuales en un todo coherente.

Dicho de otra manera, no existen metodologias sistematicas para controlar sistemas distribuidos
y fiables a gran escala, tales como una red de sensores desarrollando tareas complejas.

Como consecuencia de estas limitaciones tecnoldgicas, existe una fuerte necesidad por expandir el
conjunto de paradigmas y herramientas actualmente disponibles para el disefio de redes escalables
de sensores y la verificacion formal de su rendimiento. Y en esta tarea, varias dreas de las Matemd-
ticas tienen mucho que aportar. Algunos desafios a la hora de disefiar algoritmos de coordinacion
para realizar tareas cooperativas son los siguientes: los algoritmos deben ser:

Adaptativos: los algoritmos de coordinacion deben dotar a la red de la habilidad para
responder y adaptarse a diversas tareas, ambientes dindmicos y topologias variables (debido a
llegadas, salidas o fallos de agentes individuales). La red ha de ser capaz de reaccionar a gran
variedad de condiciones cambiantes.

Distribuidos: los algoritmos de coordinacién deben depender de la menor cantidad posible
de informacion global, y en cambio, es deseable que el comportamiento de cada agente dependa
s6lo de informacion local. Los algoritmos distribuidos tienen la ventaja de ser escalables (es decir,
funcionan en redes formadas por un nimero arbitrario de agentes y satisfacen las limitaciones
de ancho de banda en las comunicaciones), y robustos ante los fallos en la comunicacion o el
mal funcionamiento de los agentes individuales. A medida que la red evoluciona, las relaciones
de vecindad cambian. Por tanto, los algoritmos distribuidos para grafos de comunicacion fijos
(habituales, por ejemplo, en computacidn paralela y en ciertos tipos de aplicaciones en internet)
no son aplicables a este tipo de situaciones dinamicas.
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Asincronos: los algoritmos de coordinacion deben ser implementables de manera asincrona.
Esto significa que los agentes de la red pueden estar evolucionando con distintas velocidades, y
con diferentes capacidades de computacion y comunicacion. Ademas, no existe un reloj global para
toda la red, sino que cada agente evoluciona de acuerdo a su propia nocion de tiempo. Casi en
cualquier escenario real, la informacién se propaga entre los agentes con cierto retraso, y ademas
éste nunca es el mismo. Estas caracteristicas hacen a la vez crucial y complicado establecer garantias
formales acerca del comportamiento de la red.

Correccion asintotica verificable: mientras se completa la tarea asignada, los
algoritmos de coordinacién han de garantizar una convergencia segura frente a posibles fallos en
el sistema (colisiones, atascos de comunicacion, fallos de las dispositivos en cada robot, etc.).
La importancia de la verificacion formal crece con la dimension y la complejidad de la red de robots
considerada.

Motivados por estos problemas (ver también [3, 4]), en la actualidad, se esta desarrollando un
gran esfuerzo interdisciplinar en esta direccion en el que estan implicados investigadores de
diferentes departamentos. El trabajo [6] recoge un tratamiento mas técnico del progreso hecho
hasta la fecha, y de algunas perspectivas futuras.

Conclusiones

En términos generales, los retos fundamentales a los que nos enfrentamos para hacer posible este
nuevo horizonte de aplicaciones tecnoldgicas, son los de 1) optimizar y desarrollar cada uno de
los aspectos que definen a un sistema auténomo (movilidad, comunicacion, computacion...) para
hacerlos mas eficaces y 2) saber integrar de forma éptima las mdltiples componentes de distinta
indole que forman parte de cada sistema y que caracterizan la relacion de sistema a sistema.

En particular, estos objetivos no podran realizarse sin el correspondiente desarrollo de las herra-
mientas mateméaticas que nos permitan analizar todas las facetas involucradas. A grandes rasgos
se hace necesario:

El desarrollo de herramientas matematicas para la modelizacion y el analisis de los sistemas
auténomos y roboticos. Esto es fundamental para generar sistemas con mayores niveles de auto-
nomia, mas versatiles y precisos.

El anélisis pormenorizado de los limites fundamentales que la tecnologia impone y, teniendo
esto en cuenta, el disefio de mecanismos de control y herramientas matematicas que sepan
explotar las caracteristicas particulares de dicha tecnologia.

El analisis matematico se puede y se debe complementar con técnicas de simulacion avanza-
das que permitan un mayor entendimiento de como integrar los distintos aspectos de comuni-
cacion, computacion, sensores y actuadores de estos sistemas complejos.
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El estudio sistematico de la estructura matematica de los problemas descritos en este informe
(control de movimientos y coordinacion de sistemas autébnomos) promete ser de una gran utili-
dad en numerosos dominios cientificos y comerciales. En nuestra opinién, esta afirmacion esta
ampliamente refrendada por la realidad investigadora actual en estos campos, y, al menos en los
EEUU, existe un consenso generalizado al respecto (ver, por ejemplo, [4, 7]).
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Abstract

We live in an information-based society. The techniques to keep secret the information are the
field of study of cryptography. The cryptography are the mathematical tools related to confiden-
tiality, data integrity, entity authentication and data origin authentication.

There are two forms of encryption: Symmetric Key Encryption which is fast but both parties
need to know a shared secret key and Public Key Encryption which is slow but only one party
needs to keep a key private.

The first and most popular public key exchange algorithm is RSA. The security of RSA is based
on the intractability of the integer factorization problem. Diffie-Hellman key exchange relies
on difficulty of computing discrete logarithms. There are a few other key exchange schemes
that are used in practice, for example, the Digital Signature Algorithm (DSA) and the Elliptic
Curve Digital Signature Algorithm (ECDSA). The security of those schemes is based on the dis-
crete logarithm problem in the multiplicative group of a prime field or in the group of points of
an elliptic curve over a finite field.

One of the fundamental tools used in information security is the signature. From practical
view point the main ingredient of the signature in cryptology are the hash functions. The
main role of a cryptographic hash function is in the provision of digital signatures. Since hash
functions are generally faster than digital signature algorithms, it is typical to compute the
digital signature to some document by computing the signature on the document's hash value,
which is small compared to the document itself. It was a big surprise that a vulnerability of
standard hash functions was announced in Feb. 2005. The attack primarily affects some digi-
tal signature applications, including timestamping and certificate signing operations, where one
party prepares a message for the generation of a digital signature by a second party, and third
parties then verify the signature.

When quantum computers reach approximately 30 to 40 g-bits they will start to have the speed
(parallelism) needed to attack the methods society uses to protect data and processes, inclu-
ding encryption, digital signatures, random number generators, key transmission, and other
security algorithms. In particular all the standards used nowdays will became obsolete and one
should be prepare to have ready several other cryptosystems that are conjectured to resist quan-
tum computers, how efficient are they, in theory and in practice?

To know something else: http://www.cryptomathic.com/labs/ellipticcurves.html
Second Cryptography Hash Workshop: http://www.csrc.nist.gov/pki/HashWorkshop/index.html
Mathematics and Internet security: http://www.mathaware.org/mam/06/
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Introduccion

A nadie parece extrafar la frase “.. hoy vivimos en la sociedad de la informacion..", cada dia
cualquiera de nosotros almacena, procesa e incluso transmite informacion en forma digital. Sin
duda, desde los afios ochenta, el uso de los ordenadores, de las redes locales, de Internet, del
comercio electronico, de la telefonia inalambrica, del wireless... es parte de nuestra vida diaria.

La contrapartida al uso de toda esa informacion sobre redes abiertas son los problemas de priva-
cidad y seguridad. Se deben pues buscar mecanismos tanto legales como cientifico-técnicos para
garantizar ambas. Un ejemplo de plena actualidad es la puesta en marcha, en un futuro cercano,
del Documento Nacional de Identidad electrdnico.

La Criptografia es la parte cientifico-técnica que trata de garantizar los fundamentos de la segu-
ridad en la transmision de informacion. Los objetivos basicos que persigue la Criptografia son:

- Confidencialidad, se debe mantener la informacién en secreto para toda entidad excepto para
los que tengan autorizado el acceso a ella.

- Integridad de los datos, se debe garantizar que el mensaje no ha sido modificado durante la
transmision.

- Autenticidad, el receptor del mensaje debe ser capaz de verificar quién es el emisor y, por otro
lado, ambos deben ser capaces de identificarse mutuamente.

- No repudio, el emisor no debe ser capaz de negar que ha transmitido el mensaje.

Para mantener la confidencialidad de la informacion, el texto en claro (que puede ser texto,
datos, ...) debe ser codificado antes de ser transmitido, obteniéndose el texto cifrado. Una vez
enviado el texto cifrado el receptor debe descifrar el mensaje. La idea bésica de cifrar el texto
es garantizar que no haya una tercera parte no autorizada que sea capaz de acceder a la infor-
macién sin conocer la clave.

El Criptoandlisis es la ciencia que estudia los ataques de agentes extrafios contra los criptosiste-
mas. El objetivo de los ataques es variable y depende de las habilidades del atacante. Puede ser
que se pretenda recuperar texto en claro del texto cifrado, o bien que se pretenda substituir par-
te del texto en claro original, o bien falsificar firmas digitales... Uno de las principios del Cripto-
analisis es el principio de Kerkhoff que establece que el criptosistema debe ser de conocimiento
plblico, incluyendo los algoritmos y su implementacion, y que lo (nico que se debe mantener
en secreto es la clave con la que se cifra. Lo que distingue la criptografia moderna de la clésica
es que en la criptografia moderna se sigue a rajatabla este principio.

En esta nota quiero presentar y discutir las componentes primitivas y los criptosistemas mas
usados; primitivos se refiere a que son las piezas basicas de otros criptosistemas.
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Criptosistemas de clave simétrica

Un método que se viene usando desde la antigiiedad para garantizar la confidencialidad es
que tanto el emisor como el receptor se pongan de acuerdo previamente en una clave k que
les permita tanto cifrar como descifrar sus mensajes, manteniendo por supuesto la clave en
secreto. Este tipo de sistemas criptograficos basado en compartir una clave secreta se llaman
sistemas simétricos. Una vez fijada la clave k se tiene un algoritmo de cifrado e, y un algorit-
mo de descifrado d, con la condicion evidente de que para cualquier texto en claro m, se veri-
figue que d,(e,(m)) = m. Obsérvese que para ponerse de acuerdo en la clave se debe usar un
canal seguro de comunicacion.

Se usan esencialmente dos tipos basicos de cifrado simétrico: el cifrado en flujo y el cifrado en blo-
gue. Una vez generada la clave se transmite a los usuarios mediante un medio seguro, por ejemplo
usando los criptosistemas de clave plblica que se veran después. En el cifrado en flujo se cifra
cada caracter combinandolo con una sucesion obtenida mediante un proceso pseudoaleatorio.

En el cifrado en bloque se trabaja con blogues de texto en claro y texto cifrado de longitud dada n.
En general se usan tamafios de clave n = 64, 128 o 256 bits. En el afio 2000, el cifrado simétrico
en bloques Rijndael fue seleccionado (en un concurso abierto sin precedentes) como el AES (Advan-
ced Encrytion Standard) que substituyd, después de veinte afios, al DES (Data Encrytion Standard)
propuesto en su dia por el NIST (National Institute of Standards and Technology) de EEUU. EL Rijn-
dael cifra el texto en claro en bloques de tamafio 128 bits y la longitud de su clave puede variar entre
128 y 256 bits. El Rijndael ha sido disefiado para resistir el criptoanalisis clasico (criptoanalisis
lineal, diferencial, ...). Sin embargo el Rijndael posee una estructura muy algebraica y ataques
usando estructuras algebraicos (bases de Grobner, aproximaciones cuadraticas...), no han sido
estudiados con todo detalle (aunque de momento los intentos de romperlo han fracasado).

Criptosistemas de clave puablica

El principal problema de los criptosistemas de clave simétrica es la necesidad de tener un
canal de comunicacién seguro para intercambiar la clave usada. En 1976 Diffie-Hellman [3]
introdujeron el concepto de criptografia de clave piblica. Cada entidad tiene su clave k = (pk,
sk) que consiste en una clave privada sk y otra piblica pk. La clave privada se debe mante-
ner en secreto y la plblica se debe hacer accesible a cualquier persona o entidad con la
que se quiera establecer comunicacion. La potencia de este sistema de claves reside en
que cualguier cosa que se cifre con una de ellas se descifra con la otra. Si A quiere trans-
mitir informacién m, de forma confidencial, a B lo que hace es usar la clave pablica pk, de
B para cifrar la informacion pky(m) y tansmitir el texto cifrado a B. Para descifrar el men-
saje, B usa su clave privada sk,: sky(pky(m)) = m. No es necesario por tanto ningln contacto
a priori entre Ay B.
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Si por otra parte B quiere estar seguro de que es A quien le transmite la informacion lo que se
debe hacer es que A cifre el texto en claro con su clave privada sk,(m) el receptor B debe obte-
ner la clave pablica de A (de cualquier servidor en el que esté publicada) y descifra el mensaje
pky(sky(m)) = m. De esta forma se garantiza la autenticidad del emisor.

El sistema de clave publica mas usado es el RSA [13] que esta basado en la dificultad computa-
cional de factorizar un ndmero n, suficientemente grande, en sus factores primos. En el RSA se
elige n = pg siendo p y g primos muy grandes. Un primer ataque al RSA consiste en factorizar el
entero n. Los algoritmos de factorizacion de enteros y los tests de primalidad (basados en teoria
de nimeros, en geometria algebraica,...) son, y han sido, aplicaciones de resultados matemati-
cos tedricos. Desde el punto de vista de la implementacion, los algoritmos mas eficientes de
factorizacion son la criba cuadratica, las cribas de cuerpos de niimeros (basado en célculos en ani-
llos de enteros algebraicos) y el algoritmo basado en curvas elipticas introducido por Lenstra. El
Gltimo entero factorizado usado en RSA es de 576 bits. Este es el motivo de que en la actualidad
se recomiende usar p y g de tamafio de 576 bits y n de 1024 bits como mddulo (incluso algunas
agencias estatales proponen que n tenga 2048 bits). Desde el punto de vista teérico, cabe resal-
tar, que el algoritmo AKS permite saber si un entero es primo usando un algoritmo de compleji-
dad polinomial. Sin embargo, por lo general, los ataques mas exitosos se deben al mal uso de
los parametros del RSA [8]. Para su implementacion practica matematicos e ingenieros deben
trabajar juntos en resolver el problema de encontrar la relacién entre efectividad y seguridad.

‘FIGURA 6

Esquema de confidencialidad

Otro de los problemas computacionalmente dificiles que se usan en criptosistemas de clave
plblica es el problema del logaritmo discreto. En general, si (G, -) es un grupo ciclico finito de
orden n generado por a, i.e. G={a, @, ..., a", a" =1}, y x € G, el problema consiste en encon-
trar k tal que x = a*. Para que un grupo (G, -) se pueda usar en criptografia debe verificar las
siguientes propiedades: I) los elementos del grupo deben ser expresados de un modo compacto,
IT) la operacion del grupo debe ser computada eficientemente, III) el problema del logaritmo
discreto debe ser intratable en G. En el afio 1976, Diffie-Helmman establecieron un protocolo de
intercambio de claves basado en el problema del logaritmo discreto sobre el grupo de unidades
del cuerpo finito Fp. En la actualidad y conociendo los resultados matematicos actuales, los gru-
pos que se usan en la practica son los siguientes:



<<
o
w
—
=
o
[~
o
<<
—
=
w
(%]
<
o
—
—
<T
=
w
—
<<
=

129

1) (G, -)=(F o -), donde F es el grupo de unidades del cuerpo finito Fq cong=pconp
primo o g = 2".

2) (G, -) = (E(]Fq),+), donde E(]Fq) es el conjunto de puntos racionales de una curva eliptica
sobre el cuerpo finito I, con g = p con p primo o g = 2".

El algoritmo mas eficiente para resolver el problema del logaritmo discreto en los grupos de tipo
1) es el algoritmo del célculo del indice, que es sub-exponencial. En general para los de tipo 2)
no existen tales algoritmos y la complejidad de los algoritmos conocidos es exponencial. Esto hace
que los sistemas basados en curvas elipticas proporcionen la misma seguridad con tamafios de cla-
ve mucho menores; por ejemplo, una clave de curva eliptica de 163 bits proporciona la misma
seguridad que otra de 1024 bits de RSA o de tipo 1). Tamafios de clave menores implican menor
tiempo de proceso y menor espacio de almacenamiento, factores fundamentales para la aplica-
cion practica de la criptografia (por ejemplo en wireless, tarjetas electronicas, ...) [7].

Otros grupos algebraicos (variedades abelianas sobre cuerpos finitos) donde el problema del
logaritmo discreto es dificil y que se pueden usar en criptografia son los grupos de las jacobia-
nas de curvas hiper-elipticas de género 2. De hecho se prueba que los criptosistemas son igual
de eficientes que los de las curvas elipticas. El estudio, como herramientas de criptoanalisis, de
formas bilineales no-degeneradas sobre curvas elipticas ha llevado a disefiar criptosistemas de cla-
ve piblica basados en el problema de Diffie-Helmman usando formas bilineales no-degeneradas.

FIGURA 7

iEsquema de firma digital

Junto a la confidencialidad y la autenticidad, la criptografia debe garantizar la integridad y el no-
repudio de los datos transmitidos. Tanto en los criptosistemas de clave simétrica como de clave
plblica hay métodos para garantizar la integridad (por ejemplo usando funciones hash). Los sis-
temas de clave pablica, a través de los protocolos de firma digital, son capaces de garantizar la
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autenticidad, la integridad y el no-repudio. Este protocolo es de gran importancia en el mundo
actual, tiene ambito juridico y legal y se usa para firmar contratos, realizar compras, hacer ges-
tiones con la administracion pablica, entre otras muchas cosas. Como se puede ver en el esquema
anterior, para realizar una firma de un texto en claro m, se procede de la siguiente manera: el fir-
mante A hace un hash o resumen h(m) de m (integridad), a continuacion cifra el resultado con su
clave privada (autenticidad, no-repudio) sk,(h(m)), lo afiade al final del mensaje y transmite (m,
sky(h(m))). Cuando B lo recibe, descrifra pk,(sk,(h(m))), calcula h(m) y comprueba que ambos coin-
ciden; a esta fase se le denomina verificacion de la firma. La seguridad de los algoritmos de firma
digital es crucial para asegurar el futuro de las transacciones electronicas.

Existen al menos dos problemas que comprometen seriamente tanto a los algoritmos de cifrado
como al protocolo de firma digital y al nuevo DNI electrénico, mencionado al principio:

- Andlisis criptogrdfico de las funciones hash: En la practica los algoritmos de firma primero com-
primen el texto en claro y luego cifran el texto comprimido. La finalidad de las funciones hash
es limitar el tamafio de la firma independientemente de la longitud del texto en claro. Se pue-
den hacer protocolos probabilisticos de firma digital sin mas que modificar la funcion hash usan-
do sucesiones pseudoaletorias de bits. Una funcién hash h : {0, 1}* — {0, 1}" es una funcion
que comprime una cadena arbitraria de bits a una cadena de bits de longitud fija n. Las funcio-
nes hash no son inyectivas y se llaman colisiones a los m, m" € {0, 1}* tales que h (m) = h
(m’). Para que una funcion hash se pueda usar en criptografia debe verificar: 1) ha de ser facil
calcular h (m) pero computacionalmente dificil calcular las preimagenes h(y), 2) debe ser
computacionalmente dificil que fijado m se encuentre m” tal que h (m) = h (m’) y 3) debe ser
computacionalmente dificil encontrar colisiones. Las colisiones se pueden usar para alterar
contenidos de documentos firmados. En el afio 2005 se encontraron colisiones a la funcion
hash SHA-1. Esta funcion fue desarrollada por la NSA de EEUU y en la actualidad se usa como
standard tanto a nivel oficial (gobiernos,...) como comercial (Microsoft, Sun, IBM...), [9].

EL RSA fue el primer criptosistema de clave plblica con protocolo de firma digital. EL Gamal
propuso un protocolo de firma digital no determinista (basado en el logaritmo discreto) que
fue modificado ligeramente por el NIST dando lugar al DSA (Digital Standard Algorithm). Des-
de el afo 2000 se esta usando un algoritmo de firma digital ECDSA basado en curvas elipticas,
que se esta aplicando en el ambito comercial y en las gestiones con las administraciones
plblicas. Todos estos protocolos usan el SHA-1 como funcién hash.

- (riptografia cudntica y post-cudntica: En el afio 1994 Shor [14] encontrd un algoritmo de fac-
torizacion que en un “ordenador cuantico” tiene complejidad polinomial. Por tanto, si se lle-
ga a construir un ordenador cuantico de tamafio industrial todos los criptosistemas y protoco-
los basados en el problema de la factorizacion o en el problema logaritmo discreto serian
inseguros. En la actualidad no se sabe si se llegara a construir un ordenador cuantico y cuan-
do, pero dado el interés del tema hay muchos grupos de investigacion que incluyen matema-
ticos trabajando en ello. Hay que decir a este respecto que ya se usa criptografia basada en
fendmenos cuanticos, incluso a nivel comercial, para la transmision de informacion aunque
no existan todavia ordenadores cuanticos.
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Por todo lo anterior se deben proponer otros sistemas de clave piblica no basados en estos pro-
blemas. Entre ellos cabe destacar: criptosistemas basados en problemas relacionados con reticu-
los (por ejemplo NTRU, [6]), criptosistemas basados en teoria de codigos, criptosistemas basa-
dos en el problema de la conjugacién en el grupo de trenzas [1], criptosistemas basados siste-
mas de ecuaciones polinomiales multivariables de grado dos sobre cuerpos finitos que usan
algebra conmutativa y geometria algebraica, (por ejemplo HFE [12]...). Para que cualquiera de
estos protocolos puedan ser admitidos comercialmente es necesario un extenso trabajo de anali-
sis y criptoanalisis en el que las mateméticas juegan un papel fundamental.

El autor quiere agradecer a Ignacio Luengo Velasco y a Julia Sanchez Meneses por sus discusio-
nes muy interesantes y esclarecedoras sobre el tema.
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Abstract

The goal of this paper is to summarize the current needs in aerodynamic research for aeronau-
tics. Most of these needs require a careful development of different mathematical tools as aerody-
namics is a field strongly dependent on a solid mathematical ground. The text is divided into
the following sections: first, a general introduction, followed by a study of the different contri-
butions of CFD to the design of aerodynamics in aircrafts. There will also be an analysis of the
current European Framework as well as of the different priorities set by the Spanish Framework
for aerodynamics research. Then, the priorities in aerodynamics research of the aeronautical
industry within the European and Spanish framework will be stated. Finally, several examples of
on-going projects or currently under development will be presented along with a summary of
recommended future work.

Resumen

El presente articulo esta encaminado a sintetizar las actuales necesidades de investigacion en
aerodinamica aeronautica. Gran parte de estas necesidades requieren un meticuloso trabajo
matematico pues no en vano la aerondutica es una disciplina sustentada en una compleja base
matematica. El presente texto se articula sobre los siguiente puntos: primero se realizara una intro-
duccién general, posteriormente se desarrollaran las contribuciones de la CFD! al disefio aerodi-
namico de aeronaves, una vez finalizada esta parte mas técnica se comentaran de manera resu-
mida el actual Marco Europeo y cuales son las prioridades que establece el Marco Espafiol de tra-
bajo en aerodinamica. Por dltimo, se indicaran las prioridades de la industria aeronautica en
aerodinamica que se derivan de los marcos Europeos y Espafiol. Finalmente, se presentaran a modo
de ejemplo algunos proyectos en desarrollo o en fase de desarrollo, finalizando con un resumen
de recomendaciones de trabajo futuro.

Introduccion

Una gran parte de la aeronautica moderna se desarrolla en torno a las fundamentales ecuaciones
de Navier-Stokes, que fueron formuladas en el siglo XIX, y que hasta el desarrollo de la informati-
cay de la computacién no pudieron ser abordadas de manera Gtil para la Industria. Sin embargo,
pese a los grandisimos avances que se han producido en el dltimo tercio del siglo XX y en parale-
lo con el desarrollo de la computacion, todavia queda un camino complejo y largo por recorrer.

Muy brevemente, las ecuaciones de Navier-Stokes son las que modelizan el comportamiento de
los fluidos mediante el planteamiento de sistemas de conservacion de masa, cantidad de movi-
miento y energia, ademas de las ecuaciones constitutivas de los gases. El interés de estas ecua-

1 CFD: Computational Fluid Dynamics
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ciones reside en el hecho de que, una vez resueltas, es posible obtener el campo fluido alrededor
de un objeto (tipicamente un avion) y partiendo de ese campo fluido, se calculan valores inte-
grales como son la fuerza o momentos que ejerce el aire sobre el avion.

Lamentablemente, por lo general, debido a su complicacion y exigencia de calculo, no es posible
abordar de manera directa este sistema de ecuaciones en derivadas parciales, lo que limita en gran
medida la aplicacion real. Es por ello que en la ingenieria se buscan atajos y simplificaciones
que permitan el obtener resultados con un valor ingenieril bien definido. A raiz de esto se desa-
rrollan los modelos de célculo aerodindmico en funcién de los diferentes niveles de aproxima-
cion que el ingeniero desee emplear.

Si se abordan directamente las ecuaciones de Navier-Stokes empleamos métodos Directos (DNS)
o parcialmente directos (LES y DES). Si por el contrario evitamos el atacar directamente la reso-
lucién de la turbulencia nos encontraremos con métodos que se caracterizan por modelizarla. Den-
tro de esta familia encontramos los métodos de ecuaciones promediadas de Navier-Stokes (RANS).
Si ademas, como es lo habitual, estamos trabajando con altos ndmeros de Reynolds y corriente
adherida, sera posible desacoplar los efectos viscosos, resolviendo por una parte las ecuaciones
de capa limite y por otra el modelo no viscoso (ecuaciones de Euler).

Si, ademas, el nimero de Mach es suficientemente pequefio, entonces existe potencial de velo-
cidad, y el sistema de ecuaciones de Euler se reduce a una sola ecuacién (potencial). Por dltimo,
en régimen incompresible dicha ecuacion potencial puede linealizarse (ecuacion de Laplace) y
resolverse mediante métodos de superposicién de singularidades (métodos de paneles).

Por otro lado, acoplado al problema de la resolucion numérica de las ecuaciones diferenciales
correspondientes, el como se discretiza el espacio (mallado) adquiere una importancia funda-
mental, pues en la practica es lo que necesita mas tiempo de ingenieria. Intentar conseguir una
automatizacion de dicho mallado es, por tanto, esencial.

Contribuciones de la CFD al disenno aerodinamico de aeronaves

La CFD ha sido aplicada con éxito a multitud de actividades dentro del campo aeronautico. En algu-
nas de ellas resulta actualmente imprescindible y su aplicacién ha sido masiva. Por otro lado, en
otras situaciones su aplicacion ha sido algo mas discreta pero relevante. En cualquier caso, a medi-
da que los métodos de disefio y la computacion avanzan, en igual medida se desarrollan nuevas
y mas trascendentes aplicaciones de la CFD. En la actualidad, las facetas del disefio aerodinami-
co donde la CFD ha sido mas relevante son:

- Disefio de la forma en planta del ala.

- Disefio del ala para la velocidad de crucero.
- Disefio de dispositivos de punta de ala.

- Disefio de las superficies de cola.
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Disefo del fuselaje.
- Correccion de resultados de Ensayos de Tdnel.
- Integracion célula - grupo moto-propulsor.
Disefio de tomas de motor.

De manera moderada, el CFD ha sido aplicado al:
Disefio de dispositivos hiper-sustentadores.
Formacion de hielo.

Estudio del flujo de aire en el interior de la cabina.

Por Gltimo, de manera ligera y, por lo tanto, con mayores necesidades de desarrollo:
- Generadores de torbellinos

Limites de bataneo
- Aeroelasticidad

Disefio para estabilidad y control

Ruido en cabina y ruido exterior

Todas estas incorporaciones de la CFD al disefio aerodinamico tienen como altimo fin la mejora

de los actuales aviones. A modo ilustrativo son muy destacables las grandes mejoras en eficien-
cia debidas a cada una de las principales disciplinas técnicas durante el periodo 1980 - 2005:

‘TABLA

Aerodinamica 25%
Materiales 20%
Motores 40%
Sistemas 15%

A su vez, y en gran medida gracias a los desarrollos matematicos efectuados, el tiempo emplea-
do en los tineles de Ensayos Aerodinamicos, y en consecuencia el coste de disefio, ha sido redu-
cido de manera muy significativa:

‘TABLA

1980 100%
1990 75%
2005 50%




FIGURA 8

iEnsayos en tinel aerodindmico con pinturas sensibles a la presion (DLR)

FIGURA 9

iDistribucién de presion sobre el ala LANN: condiciones no estacionarias

Marco Europeo

El marco europeo para principios del siglo XXI viene marcado por las metas fijadas en las reunio-
nes Aeronautics 2001 que establecieron de una manera realista las previsiones y los objetivos a
cumplir en los proximos 20 afos, hasta el 2020: estas metas, acordadas tras la creacion de ACA-
RE (Consejo Asesor de Investigacion Aerondutica en Europa) se plasmaron en la SRA (Agenda Estra-
tégica de Investigacion), actualizada cada 2 afos, proporcionando a su vez un programa de tra-

<< . o1e . .. . .
S bajo que se utiliza como referencia en la elaboracién de objetivos del Programa Marco.
=
<
=
5 Las recomendaciones del “Aeronautics - 2020” en aspectos aerodinamicos son las siguientes:
o
oz - Reduccion a la mitad del tiempo de disefio, lo que justifica la necesidad del desarrollo conti-
D .
w O nuo de herramientas CFD.
1%]
_— Disminucion del 50% en las emisiones de C02 (la misma disminucién en consumo de combus-
X <n . . . . . .
5 o tible) y del 80% en las de NOx, lo que impone el disefio de aeronaves mas eficientes en cruce-
ERE
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ro y, por lo tanto, la disminucién de la resistencia aerodindmica (D) y el aumento de la rela-
cion sustentacién / resistencia (L/D).

Reduccidon a la mitad del ruido percibido: disefio de mejores dispositivos hipersustentadores
durante las fases de despeque y ascenso (maxima potencia) y de aproximacion y aterrizaje
(maximas deflexiones).

Capacidad de volar en cualquier condicion meteoroldgica: efectos de rafagas, lluvia intensa, for-
macién de hielo.

FIGURA 10

iMalla hibrida sobre la configuracion ala-fuselaje

FIGURA 11

iDispositivos hiper-sustentadores: problemas simultdaneos

Todas estas prioridades aerodinamicas se articularon alrededor de un programa de trabajo dividi-
do en una serie de areas tematicas.

Area 1: Refuerzo de la competitividad.

- Disefio integrado y desarrollo del producto.

- Aerodinamica. Herramientas analiticas y experimentales avanzadas. Herramientas de
disefio para disminuir los DOC (Costes Directos de Operacién). Disminucion de resis-
tencia aerodinamica: conceptos, tecnologias y sistemas. Flujo de aire en cabina. Nue-
vas configuraciones de aeronaves y tecnologias innovadoras.



Area 2: Impacto medioambiental (emisiones de gases y ruido).

Area 3: Mejora de la sequridad. Prevencion de accidentes. Desarrollo de mecanismos de proteccion
ante rafagas, lluvia intensa y formacion de hielo.

Area 4: Aumento de la capacidad operativa
- Disminucion de los estandares de separacion en despegue y aterrizaje. Caracterizacion
y control de los torbellinos de estela.

Marco Espanol

Para abordar el marco espafiol en aeronautica es muy conveniente realizar un pequefio recorrido
historico sobre los Gltimos 15 afios de la aeronautica en Espafia con objeto de terminar en el actual
subprograma nacional de transporte aéreo:

- 1992, Ayudas gubernamentales a la antigua CASA para participar en programas de desa-
rrollo de AIRBUS.

- 1993 - 1998, Primer Programa Aeronautico Nacional.

- 1998 - 2003, Segundo Programa Aeronautico Nacional.

- 2004 - 2007, Integracion del Programa Aeronautico en el PROFIT: Subprograma Nacional de Trans-
porte Aéreo.

FIGURA 12

iCélculo de dispositivos hiper-sustentadores
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MATEMATICAS EN LA FRONTERA

‘FIGURA 13

Ejemplos de configuraciones de tomas de motor

De esta manera se ha llegado al actual Subprograma Nacional de Transporte Aéreo, que es el que
financia de manera gubernamental los desarrollos aeronauticos en Espafa. Este Subprograma
tiene como objetivo el contribuir al incremento del conocimiento cientifico-tecnolégico de las
Empresas Aeronauticas Espafiolas, buscando especialmente el afianzar la especializacién tecno-
l6gica de la industria aerondutica espafiola, facilitar la participacion de las empresas espafiolas
en los programas y consorcios aeronauticos internacionales (Programa Marco de la UE) y finalmen-
te el difundir el conocimiento cientifico-tecnoldgico.

Las prioridades tematicas que se establecen en este subprograma Nacional, pasan por el estudios
de I+D tecnoldgico de configuraciones de aeronaves y las disciplinas y tecnologias especificas
que contribuyen a la definicion detallada de la aeronave, incluyendo especificamente a la aerodi-
namica entre ellas, en cuyo desarrollo las matematicas tienen un papel cada vez mas importante.

Prioridades de la Industria Aeronautica en Aerodinamica

En base a la descripcion del marco y Europeo y Espaiiol, es posible la descripcion de las priorida-
des de la industria aeronautica:

- Control de Flujo: control y disminucion de la turbulencia y del desprendimiento de la corrien-
te; disefio en presencia de control de flujo.

- Control Activo de Cargas.

- Herramientas de Simulacion Avanzadas: mejora de la velocidad de calculo, eficiencia y preci-
sién (especialmente en aerodindmica no estacionaria y en aero-elasticidad); gestién de gran-
des vollmenes de datos de distintas fuentes; desarrollo de métodos y herramientas de disefio
6ptimo para toda la envolvente de vuelo; tratamiento de las incertidumbres en sistemas no-line-
ales multi-disciplinares; fusion de datos numéricos y experimentales.



FIGURA 14

B
i/ Configuraciones esbeltas calculo RANS a Mach 2 Alpha =10°

FIGURA 15

B
& Avion supers. A baja velocidad: distribucién de presién (o = 10°, Re= 25x109)

- Disefio y Optimizacion: prevision del efecto de un aumento sustancial en la potencia de célcu-
lo (10%-10° veces) en el disefio aeronautico.

- Apoyo a la Certificacion de las aeronaves: modelizacion de las condiciones extremas de funcio-
namiento de las aeronaves.

- Configuraciones Avanzadas: frenos aerodinamicos: incremento de la resistencia con cambio mini-
mo de sustentacion y minimo ruido; aerodindmica del avion de tres superficies; aerodinamica
de las superficies de cola no convencionales; influencia aerodinamica de las tolerancias de fabri-
cacion, del acabado superficial y de formacion de hielo.

Por situar la investigacion actual dentro de las prioridades anteriores, se enumeran a continua-
cion algunos de los proyectos europeos en curso o recientemente finalizados:
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- 3AS: Active Aero-elastic Aircraft Structures.

- AEROMEMS II: Advanced aerodynamic flow control using MEMS.

- EUROLIFT-II: European High Lift Programme II.

- WALLTURB: A European Synergy for the assessment of wall turbulence.
- REMFI: Rear Fuselage and Empennage Flow Investigation.

- The Design of Morphing Aircraft.

- FAR-WAKE: Fundamental Research on Aircraft Wake Phenomena.

- DESIDER: Detached Eddy Simulation for Industrial aerodynamics.

(se han subrayado los que cuentan con participacion epafiola; ademas, el proyecto REMFI, en
particular, esta coordinado por AIRBUS-Espaiia, en linea con su responsabilidad en la parte pos-
terior del fuselaje y de las superficies de control de la cola).

FIGURA 16

iAvién supersénico a baja velocidad: distribucion de presién (o = 10°, Re = 25x10°)

FIGURA 17

iAvién supersénico a baja velocidad: sustentacion y resistencia
M = 0,25, Re = 6,9x106. Comparacion de calculos y ensayos en tinel

Como complemento a esos proyectos puede ser de interés también mencionar las actividades recien-
tes sobre temas aerodinamicos desarrolladas en GARTEUR ?, lo que aflade un mayor vision global
a las necesidades de la Industria Aerondutica en materia aerodinamica:

2 Group for the Aeronautical Research and Technology
in EUrope (www.garteur.org)



Implementacion de criterios de transicion en calculos de Navier-Stokes.
Desarrollo de métodos para calculo aerodinamico no estacionario.

Prediccion de la resistencia aerodinamica.

Prediccion de la maxima sustentacion.

Validacion del calculo de configuraciones ala-fuselaje en régimen transonico.
Calculo aerodinamico de configuraciones hiper-sustentadoras.

Aerodinamica de tomas integradas de motor.

Calculos de Navier-Stokes para configuraciones esbeltas.

Actuaciones de avion supersdnico a baja velocidad.

Prediccion de la degradacion de actuaciones debida a la formacion de hielo.
Prediccion de la formacién y crecimiento de hielo en componentes aeronauticos.

De entre todos estos proyectos consideramos de interés, teniendo en cuenta el contexto de este
trabajo, destacar algunos aspectos concretos:

Si bien el calculo aerodindmico ha progresado considerablemente durante las Gltimas décadas,
también lo han hecho los medios de ensayo. Como ejemplo, en la fig. 9 se muestra la distribu-
cién de presion obtenida mediante la técnica PSP (Pinturas Sensibles a la Presion) sobre un
avion de combate en uno de los tlneles aerodinamicos del DLR aleman. Mas que una competen-
cia con los métodos de calculo, estos desarrollos tienen que contemplarse como un estimulo y
un complemento a las posibilidades que ofrecen los calculos.

FIGURA 18

’."Comparacién de formas de hielo calculadas
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FIGURA 19

i"Comparacién de coeficientes de sustentacion de ala con hielo

Precisamente una de las limitaciones principales del calculo, y por ello una de las cuestiones a
las que tendria que dedicarse mas esfuerzo, por los enormes tiempos de calculo necesario en casos
de interés industrial, es el estudio de los fenémenos no estacionarios. En la fig .9 puede verse
el resultado parcial de uno de tales casos, el de un ala LANN en movimiento uniformemente ace-
lerado. Un calculo completo puede durar varias semanas de ordenador.

Mas arriba se mencion6 someramente la importancia de la generacion de mallados. Una de las razo-
nes es que se trata de la tarea que suele demandar mas tiempo de ingenieria, especialmente si
se pretende que las mallas sean portables, robustas y capaces de capturar los fendmenos fisicos
en estudio. Puede llevar varios meses generar una malla de calidad alrededor de una configura-
cion de avion completo. En la fig.10 se muestra un ejemplo de malla hibrida con varios millones
de celdillas, que aprovecha simultaneamente las ventajas de las mallas no estructuradas (para el
campo lejano) y estructuradas (en las proximidades de la aeronave).

Desde un punto de vista fisico, y en consecuencia también matematico, si pretende resolverse
numéricamente, uno de los problemas mas exigentes es el de la aerodinamica de los dispositivos
hipersustentadores, por el elevado niimero de caracteristicas que se presentan simultaneamente:
desprendimiento laminar, desprendimiento turbulento, ondas de choque, transicion laminar- tur-
bulenta, capas limites confluentes, etc. (fig.11); fenémenos muy dependientes del ndmero de Rey-
nolds local, lo que hace también especialmente complicada la extrapolacion de ensayos en tinel
a las condiciones reales. Para el calculista se trata de un reto de especial complejidad, como se
muestra por las discrepancias existentes en los distintos resultados obtenidos en sustentacion y
resistencia para una configuracion tipica (fig.12), discrepancias que son mayores a medida que
progresa el desprendimiento de la corriente.



FIGURA 20

iEfecto de la formacion de hielo en el comportamiento aerodinamico

FIGURA 21

iMallado de superficie para el calculo aerodinamico mediante el método de paneles

Un problema especifico de la aviacion militar lo constituye el disefio de las tomas de motor,
pues al ser necesaria la realizacion de maniobras mas exigentes también lo es el cumplimiento
de las condiciones de funcionamiento del motor en un rango mayor de velocidades y angulos de
ataque que en el de la aviacion civil. A su vez ello conduce a formas méas complejas (fig.13) con
la correspondiente dificultad adicional en la realizacion de mallados, tanto volumétricos como
de superficie.

Casi cualquier calculo aerodinamico suele tener como objetivo dltimo la disminucion de la resis-
tencia aerodinamica, para lo que es decisivo en primer lugar que su determinacion sea lo mas
precisa posible. En general es ahi donde los métodos de calculo presentan la limitacion princi-
pal, siendo habituales discrepancias de hasta del orden del 10% (fig. 14).

Durante los Gltimos afios, tras la retirada del avion supersénico civil Concorde, el estudio reno-
vado del vuelo supersdnico ha adquirido un nuevo impulso, siendo el problema critico el com-
portamiento a baja velocidad de una aeronave que se disefia para un funcionamiento optimo a
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alta velocidad. Los dispositivos hiper-sustentadores adquieren asi una importancia crucial. Las
figuras 15, 16 y 17 recogen algunos de los resultados mas importantes obtenidos hasta el
momento en la evaluacion y seleccion de los métodos mas apropiados.

Se menciond anteriormente también la necesidad de disefiar aeronaves que puedan operar en cual-
quier condicion meteoroldgica, lo que incluye el vuelo con formacion de hielo en las alas. En la
fig.18 puede verse la enorme dispersion existente entre los distintos métodos numéricos dispo-
nibles, lo que justifica el trabajo necesario por realizar todavia en este terreno.

FIGURA 22

iCélculo aerodinamico mediante el método de paneles

FIGURA 23

|

iDiseﬁo de aeronaves no tripuladas utilizando métodos de paneles

Si lo que se comparan son las caracteristicas aerodinamicas de formas con hielo, la comparacion
no es mucho mas favorable (fig. 19), especialmente mas alla de la maxima sustentacion.

También, incluso cuando por medios técnicos se elimina el hielo formado, en ocasiones perma-
nece un hielo residual que da lugar a comportamientos no estacionarios indeseables (fig.20),
que hay que intentar evitar.
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Cuando se observa que con los mejores métodos de calculo disponibles, que suelen ser también
los mas costosos en tiempo, persisten incertidumbres no facilmente cuantificables, se justifica
la realizacion de calculos mas tradicionales (métodos de paneles), especialmente en las etapas
preliminares de disefio. Los mallados son mas sencillos de realizar (fig.21), pero requieren por par-
te del usuario en ocasiones un mayor conocimiento fisico del problema que con los métodos mas
sofisticados, como por ejemplo en la localizacion y discretizacion de la estela.

Ello hace necesario que la Universidad no abandone la ensefianza de estos métodos, que tanto
servicio contindan prestando a la Industria (figuras 22 y 23).

Una prueba adicional de que no siempre esta justificado utilizar los métodos mas complejos, es
en el caso del calculo de estelas (fig.24). Si lo que interesa es determinar su posicion, las ecua-
ciones de Euler proporcionan practicamente idénticos resultados que las de Navier-Stokes, con mucho
menor tiempo de calculo. No ocurre lo mismo, evidentemente, cuando lo que interesa es determi-
nar su intensidad (fig.25). Es necesario por lo tanto una evaluacién previa del problema para
decidir las herramientas de célculo mas apropiadas a cada caso, lo que también tendria que ser tema
prioritario de ensefianza en la Universidad, para evitar retrasos dificilmente justificables en los
departamentos de disefio por un empleo no 6ptimo de las herramientas disponibles.

Para finalizar, y continuando con la cuestion de la eleccion de las herramientas de calculo a uti-
lizar en cada caso, ante el reto de tener que abordar disefios no convencionales (figuras 26 y
27) para poder alcanzar los saltos cuantitativos que requiere la Industria se hace necesario la vali-
dacion de dichas herramientas en unas condiciones para las que muchas veces originalmente no
se han desarrollado, siendo asi necesario un esfuerzo adicional no siempre tenido en cuenta.

‘FIGURA 24

Estudios de estelas: interferencias de despegue y aterrizaje
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FIGURA 25

ilntensidad y posicion de los torbellinos de estela

Recomendaciones

Tanto los requisitos planteados por la Industria como la experiencia adquirida en los proyectos abor-
dados durante los Gltimos afios nos permiten resumir los que consideramos que seran problemas abier-
tos durante bastante tiempo adn, todos ellos con una contribucion necesaria de las matematicas:

Automatizacion de la generacion de mallados.
Aceleracion de la convergencia.

Modelizacion de la turbulencia.

Transicion laminar-turbulenta.

Determinacion de la resistencia aerodinamica.
Determinacion de la maxima sustentacion.

Altos angulos de ataque (corriente desprendida).
Cuantificacion de las incertidumbres.

Validacion (configuraciones no convencionales).
Disefio y optimizacion multidisciplinar.



FIGURA 26

B
i Disposistivos hiper-sustentadores no convencionales

FIGURA 27

B
i/ Configuraciones no convencionales

Conviene recordar que, aunque esta lista parezca muy ambiciosa, no se han mencionado otras cues-
tiones relacionadas con la vertiente matematica de la aerodindmica, como los métodos SPH, espec-
trales, lattice-Boltzmann, con distintas aplicaciones, o los calculos a bajos nimeros de Rey-
nolds, de interés cada vez mayor en el disefio de micro-UAV?s, todo lo cual puede ser objeto de
futuros trabajos de colaboracion entre la Ingenieria y las Matematicas.

3 UAV: Unmanned Air Vehicle
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Abstract

This article reviews the key role of Mathematics in the economic sciences and presents some exam-
ples of how mathematics has contributed to shape economic thought. Mathematics are used in
economics to build models which describe the relationship among the economic variables, to obtain
optimal policies and decisions and to forecast. Section 2 of this article discusses some of the
contributions to Economic Theory from Mathematics and Mathematical economics: setting and sol-
ving equilibrium problems, the development of game theory, dynamic optimization theory, deci-
sion theory and social choice models. These areas form the core of modern economic theory and
the research in these topics have been recognized by many Nobel Prizes in Economics. Section 3
discusses Statistics and Econometrics and their contribution to understand economic relations-
hips, to model the dependency among economic variables and to build time series models for fore-
casting and control. Section 4 includes some concluding remarks.

Introduccion

Esta trabajo resume el papel central de la Matematica en las Ciencias Econémicas (que incluyen
la economia propiamente dicha, pero también la administracién de empresas), ilustra mediante
algunos ejemplos su contribucion y presenta algunos de los temas de investigacion que pueden
ser importantes en el futuro.

En las Ciencias econémicas la matematica se utiliza para construir modelos que establezcan rela-
ciones entre las variables de interés y permitan establecer reglas generales, comparar politica alter-
nativas y hacer predicciones. Para construir estos modelos es necesario entender las propiedades
de las variables econémicas y las relaciones entre ellas, formular y resolver los problemas de opti-
mizacién que son el nlcleo de la teoria econdémica, tanto estaticos como dinamicos, analizar sis-
temas dinamicos y sus propiedades (convergencia, estabilidad, etc.) y resolver los problemas de
equilibrio que con el centro de la teoria econémica. En segundo lugar la matematica, y en parti-
cular la Estadistica, se utiliza para validar estos modelos mediante los datos observados. La pri-
mera actividad corresponde al campo de la Economia Matematica y la segunda al campo de la
Estadistica y la Econometria. Esta clasificacion puede verse también con la aplicacion de la Mate-
matica a problemas deterministas o probabilisticos. Es ilustrativo que los dos primeros premios
Nobel en Economia se hayan adjudicado a representantes de estas dos lineas de trabajo: el primer
afio del premio, 1969, se adjudica a los estadisticos/econdmetras R. Fish y J. Tinbergen por su
contribucion al desarrollo de los modelos econométricos. El afio siguiente, 1970, lo recibe P. Samuel-
son que aplica con éxito el Analisis matematico al desarrollo de la teoria econdmica.

Este nota se estructura como sigue. En la seccién 2 presentamos de forma sucinta algunos de
los problemas principales abordados en la Economia matematica. En la seccién 3 comentamos
algunas de las contribuciones de la Estadistica a la Economia. La seccion 4 incluye algunos
comentarios finales.



>
>
o
>
o
a
©
(=)

MATEMATICAS Y ECONOMIA

La Economia Matematica

Un modelo econdmico esté en equilibrio cuando las decisiones de los agentes econémicos son
compatibles y coherentes con sus objetivos. Por ejemplo, un mercado donde se intercambia un
bien esta en equilibrio si el precio es tal que la cantidad ofertada es igual a la cantidad deman-
dada. El problema del equilibrio es pues central a la teoria econémica y la teoria del equilibrio
general (que se refiere a toda la economia) constituye un cuerpo teérico consolidado en el que
distintas ramas de la matematica juegan un papel esencial (Debreu, 1987).

Durante la mitad del siglo XX y utilizando como herramienta matematica el teorema del punto
fijo de Kakutani, se obtuvieron dos resultados fundamentales:

1. La existencia de equilibrio competitivo (walrasiano) en una economia de intercambio, resul-
tado obtenido por K. Arrow y G. Debreu, con lo cual se resolvia la vieja conjetura de L. Wal-
ras, enunciada en la segunda mitad del siglo XIX, acerca de la bondad como mecanismo de un
sistema de precios para realizar asignaciones en una economia.

2. La existencia de equilibrio (de Nash) en un juego estatico no-cooperativo (es decir, donde no
hay imposiciones externas) de tipo finito (es decir, cuando hay un ndmero finito tanto de agen-
tes como de estrategias factibles), si ampliamos el espacio de estrategias, permitiendo que
los agentes puedan ocultar sus acciones eligiendo su estrategia de forma aleatoria.

En la actualidad las técnicas matematicas son fundamentales para analizar el efecto de las poli-
ticas econdmicas, la evolucién de la riqueza y la distribucion de la renta y la variabilidad de los
precios. Muchos de los fendmenos econémicos se desarrollan a lo largo de un periodo de tiempo,
finito o infinito, de forma que las decisiones presentes influyen notablemente en las futuras. De
esta forma, se hace imprescindible utilizar las técnicas de optimizacién dindmica para atacar de
forma eficiente dichos problemas.

Las herramientas utilizadas son la teoria de espacios métricos y de Banach, la teoria de la medi-
da e integracion, los procesos de Markov, los teoremas de punto fijo de Banach, Brower, Schau-
der, Kakutani y Fan, asi como el calculo de variaciones y el principio del maximo de Pontryagin.
Por otra parte, para estudiar propiedades de continuidad del equilibrio con respecto a los datos
iniciales (recursos y preferencias) se manejan topologias no triviales en el espacio de las carac-
teristicas de los agentes. La programacion dinamica, creada por Bellman, permite determinar solu-
ciones robustas de los problemas de optimizacion, lo que permite reaccionar de forma 6ptima fren-
te a desviaciones inesperadas. Esta propiedad va asociada a grandes problemas de célculo por lo
que el calculo numérico juega un papel destacado en la resolucion de estos problemas.

Aunque el concepto de equilibrio de Nash fue criticado inicialmente, en aquellos afos el campo
de estudio primordial era la teoria de juegos cooperativa introducida por Von Neumann, su enfo-
que ha sido seguido en la teoria de juegos con mas aplicaciones practicas en la economia: la
teoria no cooperativa. EL concepto de equilibrio de Nash ha sido refinado para juegos dinamicos
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(equilibrio de Nash perfecto en subjuegos), extendiéndolo a situaciones en los que se presentan
asimetrias de informacion para los diversos jugadores (equilibrio de Nash bayesiano) y, en gene-
ral, en una nueva rama a caballo entre la teoria de juegos y la l6gica matematica, el estudio del
comportamiento de los agentes que no son puramente racionales.

Un tercer area de investigacion importante es la teoria de la eleccion social. Arrow demostr6 la ine-
xistencia de un mecanismo de agregacion de preferencias que cumpliera ciertas condiciones “razona-
bles”. Este resultado, conocido como teorema de la imposibilidad de Arrow, conduce al problema de
determinar aquellas reglas sociales en las que deberian basarse las decisiones sociales. Este problema
forma parte de otro mas general, conocido como agregacion de preferencias. Esencialmente, se trata
de determinar las propiedades generales agregadas (propiedades macroeconémicas) de la sociedad, par-
tiendo del comportamiento individual de cada uno de los agentes. Para modelar estas ideas se parte
de una funcién (la funcién de eleccion social) cuyo dominio y conjunto imagen estan constituidos
por todas las relaciones de preferencias que podrian tener los agentes que componen la sociedad. Sobre
esta funcion se imponen condiciones matematicas, cuyo contenido refleja las nociones de justicia de
la sociedad. Por lo general, estas propiedades determinan una forma (nica para la funcién de elec-
cion social. Fijada una sociedad particular, esta funcién transforma el conjunto de preferencias de los
agentes que la constituyen en una Unica relacion agregada de preferencias. Consecuentemente, las
decisiones que se toman son aquellas que maximizan las preferencias agregadas por la funcion de
eleccion social. Gran parte de la investigacion en este area se ha dirigido a encontrar propiedades
razonables de la funcién de eleccidn social que no conlleven el resultado dictatorial (D. Black, A.
Sen) o a encontrar otros contextos donde las conclusiones del Teorema de Arrow sigan siendo validas
(Teorema de Gibbard-Satterthwaite). Durante la década de 1990, el area de Economia Politica ha
experimentado un crecimiento importante. En los modelos que se consideran en este campo, los
espacios tienen, de forma natural, una topologia mas complicada que la que aparece en Teoria de
Juegos o Equilibrio General. En consecuencia, ha sido necesario recurrir a la Teoria de Puntos fijos de
Lefschetz, utilizada, por ejemplo, en modelos de formacion endégena de partidos.

Por Gltimo un campo reciente de investigacion es el de equilibrio intertemporal en mercados finan-
cieros. En esta situacion puede no existir precio de equilibrio ya que la no acotacién permite opor-
tunidades de arbitraje. A partir del trabajo de pionero de Hart en 1974 se han estudiado condi-
ciones que limitan las oportunidades de arbitraje y que se traducen en una acotacién endégena
del conjunto de las estrategias. Los desarrollos en el analisis de portafolios en tiempo continuo
de Black y Scholes (1973) y otros han motivado el estudio del problema de la existencia de equi-
librio en economias con conjuntos de estrategias no acotados e infinitas mercancias. Se requie-
ren ahora condiciones mas fuertes que utilizan técnicas especificas del analisis funcional.

La Estadistica y la Econometria

Las relaciones entre variables que aparecen en cualquier libro de introduccién a la Economia:
funcion de produccion, curva de oferta, curva de demanda, etc. se refieren a relaciones intrinse-
camente estadisticas, es decir, que solamente pueden interpretarse en términos de valores espe-
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rados o promedios. Por ejemplo, una funcién de produccién relaciona el nimero de unidades que
pueden fabricarse de un producto con los factores de produccion, por ejemplo, horas/hombre y
horas/maquina, pero esta funcion sdlo tiene sentido si se interpreta como una relacion ideal
que podria estimarse a partir de los datos mediante un modelo de regresién. La necesidad de
contrastar empiricamente las leyes econémicas impulsé el desarrollo de métodos estadisticos dan-
do lugar a la Econometria. Aunque las herramientas basicas para relacionar variables estadisti-
cas, los métodos de regresion, fueron desarrollados por Gauss, Galton y Pearson en el siglo XIX,
su aplicacién a la medicion de relaciones econdmicas plante6 nuevos problemas como conse-
cuencia de la imposibilidad de realizar experimentos controlados de medicién como en el mundo
fisico. Los problemas de autocorrelacion, heterocedasticidad, errores en las variables, endoge-
neidad y otros fueron estudiados inicialmente ligados a las aplicaciones econémicas, aunque
luego han sido utilizados y extendidos en otras areas de aplicacion de la estadistica.

Un campo de especial importancia en las aplicaciones de los modelos estocasticos a la economia
es el analisis de series temporales y la prediccion econémica. Hasta los afios 70 la mayoria de
los modelos econométricos utilizados se basaban en los modelos de regresion clasicos, concebi-
dos para situaciones estaticas. En estos afios Box y Jenkins (1970) desarrollan una metodologia
para construir modelos lineales de series temporales, los modelos ARIMA (autoregressive inte-
grated moving average) que suponen un avance fundamental en la modelizacién de series tem-
porales en cualquier area, y, en particular, en las ciencias econémicas. La aplicacion de estos mode-
los para medir la relacion entre variables econdmicas lleva al concepto de cointegracion por el que
Granger y Engle han recibido en 2003 el premio Nobel de Economia. Engle (1982), ha sido ade-
mas pionero en el estudio de los modelos condicionalmente heterocedasticos (ARCH) de gran impor-
tancia en la modelizacion de series temporales financieras.

En el campo de la administracion de empresas, las herramientas estadisticas han tenido un impac-
to especial en el area de produccidn, con el desarrollo de los métodos de control de calidad; en
marketing, con las aplicaciones del disefio de experimentos y de las técnicas de analisis multiva-
riante para clasificar y segmentar a los clientes, encontrar grupos homogéneos y reducir la
dimension de grandes masas de datos; y en las finanzas y los seqguros, con la modelizacion y
gestion del riesgo, la seleccion de carteras y las teorias de valoracion y cobertura de riesgos. Un
campo aparte merecen las herramientas de Investigacion Operativa, en las que no entraremos
por falta de espacio y porque son objeto de otra vifieta en este volumen.

Los problemas de investigacion abiertos en la modelizacion estocastica en las ciencias econémicas
son numerosos. Las técnicas estadisticas clasicas se han desarrollado para aprovechar 6ptimamen-
te una informacion escasa, con tamafios de muestra pequefios y medianos y con pocas variables,
pero en la actualidad, cada vez con mas frecuencia, se dispone de datos econdmicos y empresaria-
les enormes con muchas variables. Por ejemplo, un banco de datos de los gastos con tarjetas de
crédito emitidas por una entidad financiera puede incluir miles de variables y centenares de miles
de observaciones que tienen ademas una dimension temporal. Las técnicas estadisticas para anali-
zar estos bancos de datos son insuficientes, ya que: (1) es previsible un alto grado de heterogenei-
dad, siendo la relacién entre las variables distinta en distintos elementos de la muestra; y (2) el
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nmero de variables disponible puede ser muy alto e incluso mayor que el de observaciones. En estos
casos los procedimientos habituales para encontrar grupos y relacionar variables son poco efecti-
vos. Por ejemplo, construir un modelo de series temporales con cien variables es muy complejo (y
en la practica inviable) con los métodos actuales disefiados para unas pocas series. Esto ha dado
lugar a un desarrollo de la estadistica multivariante que se conoce también como herramientas de
mineria de datos (Data mining, véase Hastie et al, 2001). Un segundo problema es la combinacion
de informacién de distintas fuentes. La facilidad para acceder a muchos datos distintos tomados
en condiciones heterogéneas ha puesto en un lugar central los llamados problemas de meta-anali-
sis donde debemos combinar informacion diversa, frecuentemente con métodos Bayesianos. Un cam-
po donde se utiliza de forma efectiva esta combinacion de informacion es en la prediccion median-
te el llamado promedio Bayesiano de modelos: en lugar de seleccionar un modelo para los datos y
generar predicciones con él, podemos construir muchos modelos distintos y combinar sus predic-
ciones con pesos proporcionales a sus probabilidades a posteriori.

Conclusiones

La Matematica ha jugado un papel central en el desarrollo de las Ciencias econdmicas, que la
utilizan para construir sus modelos explicativos y para contrastarlos con los datos reales. Es pre-
visible que la creciente capacidad de computacién conduzca a modelos matematicos mas com-
plejos y a métodos mas sofisticados de estimacion y prediccion. Para ello son necesarios avan-
ces en las propias matematicas para aportar las herramientas conceptuales y analiticas que per-
mitan abordar estos nuevos problemas.
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Abstract

/*Better Decisions for a Better World */is the vision of the EDEMOCRACIA-CM program of the
Government of Madrid, with which we try to benefit from the ubiquitous presence of Internet to
deploy tools over the web to facilitate rational support to individuals and/or groups to underta-
ke improved decisions. This note identifies some of the technological and mathematical challen-
ges around such concept, both when devising personal assitants and group decision support tools,
specifically in the context of public policy decision making, a.k.a. electronic democracy.

Introduccion

Mejores decisiones para un mundo mejor es la vision que asociamos al programa EDEMOCRACIA-
(M, Conceptos y Sistemas de apoyo a la Democracia Electrénica, recientemente seleccionado por
la Comunidad de Madrid entre sus lineas estratégicas, formado por un grupo interdisciplinario
(matematicos, estadisticos, investigadores operativos, informaticos, telematicos, juristas, polit6-
logos y economistas) de la UNED, UC3M, UPM y URJC.

En el mismo se parte de dos premisas bésicas:

- La presencia casi ubicua de Internet permite poner a disposicion de las personas herramientas
que facilitan la toma racional de decisiones, en cualquier situacion.

- Involucrar, desde un principio, a las personas con interés en un problema de toma de deci-
siones, permite mejorar la calidad de las decisiones tomadas, haciéndolas mas consensua-
das y transparentes.

A lo largo de muchos afios, la investigacion en Ciencias de la Decision, ver por ejmplo French y
Rios Insua (2000), ha aportado comprension sobre como las personas deben tomar decisiones,
sobre como las toman y sobre coémo podriamos ayudarlas a tomar mejores decisiones. En particu-
lar, ha habido numerosos desarrollos en las metodologias bayesianas, que han aportado herramien-
tas analiticas clave en el apoyo de la toma de decisiones: arboles de decisién, diagramas de influen-
cia, la sintesis de juicios de expertos y datos, la modelizacion de utilidades multiatributo y las
herramientas del analisis de sensibilidad, por ejemplo. Se consigue asi que el objetivo del apoyo
a la toma de decisiones sea el descubrimiento y la exploracion de las implicaciones de los juicios
del decisor. El andlisis de decisiones y las herramientas de apoyo a la toma de decisiones han avan-
zado tanto que es realista apoyar la toma de decisiones estratégicas por parte de un grupo de deci-
sores con objetivos razonablemente comunes.

Al mismo tiempo que se han producido estos desarrollos metodolégicos, matematicos y de soft-
ware, se viene reconociendo cada vez mas la importancia de una comunicacion clara y sensible
entre el piblico y el gobierno en asuntos que afectan al riesgo, y, mas generalmente, a una
mayor implicacion de todos los grupos que tengan interés en un proceso de toma de decisiones.
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Creemos, asi, que el crecimiento en potencia de calculo y entornos graficos basados en la web, junto
con el mayor acceso a Internet aportan una via para sacar el entendimiento proporcionado por las herra-
mientas de ayuda a la decision fuera de las habitaciones cerradas de los decisores, para, al menos, trans-
mitir el razonamiento que sustentan las decisiones a los grupos de interés y, en el mejor de los casos,
posibilitar una mayor implicacién de los mismos en la propia toma de decisiones.

De esta manera, resulta concebible el desarrollo de una infraestructura de apoyo a la toma de deci-
siones y de comunicaciones que permita realizar analisis mdltiples que aporten diversas pers-
pectivas sobre cuestiones a ser exploradas y comparadas, identificando, por tanto, los acuerdos
y diferencias en las percepciones y valores de los distintos grupos de interés. Podriamos, enton-
ces, disefiar dispositivos que permitan:

A un individuo razonar sobre un problema de toma de decisiones moderadamente complejo, para
encontrar la alternativa 6ptima.

A un grupo distribuido razonar y negociar sobre un problema moderadamente complejo de
toma de decisiones en el sitio, hasta acordar una alternativa.

Asistentes personales

La primera clase de dispositivos se referiria a asistentes personales, por ejemplo integrados en
nuestro PDA o movil 3G, que nos ayudasen a tomar decisiones en distintos contextos, teniendo
en cuenta nuestras preferencias y creencias.

Para ello, siguiendo el ciclo del analisis de decisiones, tendriamos que:

1. Disefiar un sistema adecuado (ligero, eficiente y riguroso) de estructuracién de proble-
mas de decision.

Disefar un sistema adecuado de modelizacion de preferencias.

Disefar un solver y un analizador de sensibilidad adecuados.

Disefiar un mecanismo adecuado de comunicacion con un sistema web.

o W

Implantar el sistema.

Ademas de las herramientas computacionales y de modelizacion mencionadas, se podria desarro-
llar toda una biblioteca para problemas estandar de toma de decisiones (compra de casa, compra
de coches...) para facilitar su resolucion en el sitio, en forma similar al sistema MOIRA (Rios
Insua et al, 2000) que facilita la solucién de problemas de adopcién de contramedidas, después
de un accidente nuclear.



MATEMATICAS EN LA FRONTERA

Hacia la democracia electronica

La siguiente clase de dispositivos permitiria a un grupo de personas tomar una decision de for-
ma mas participativa y consensuada, promoviendo una aproximacion a la democracia electrdni-
ca, ver Rios Insua et al (2006), mas innovadora y transformadora que los conceptos actualmen-
te manejados, que, esencialmente, consisten en usos politicos de siglos pasados facilitados por
el empleo de las TIC (p.€j., voto electronico en lugar de voto en papel o flashmobs en lugar de
manifestaciones convocadas mediante pasquines).

En este caso, apoyariamos de nuevo las fases del ciclo del analisis de decisiones antes mencio-
nadas, permitiendo a cada participante explorar sus juicios y determinar su alternativa 6ptima.

Ademas, puesto que, tipicamente, los participantes llegarian a soluciones 6ptimas diferentes, debe-
riamos afiadir a nuestro dispositivo:

1. Un mecanismo adecuado de negociacion implementado en web, para el caso, habitual, de
que haya discrepancias en las preferencias de los distintos participantes.

2. Un mecanismo de votacion, para el caso en el que las negociaciones fracasen;

3. Un mecanismo de renegociacion para el caso, no tan inusual, de que la solucién votada
sea subdptima.

De nuevo, seria conveniente crear una biblioteca de problemas estandar, tomando, por ejemplo,
como modelo el sistema PARBUD, Rios et al (2005), que hemos disefiado para apoyar la elabora-
cion de presupuestos participativos.

Algunos retos para las Matematicas de la Decision

En definitiva, el proceso general de toma de decisiones por grupos que proponemos implantar
pasaria por:

- la estructuracion del problema de toma de decisiones;

- la modelizacion de preferencias y creencias para cada participante, comprobando sus posibles
inconsistencias;

- la determinacion de la alternativa éptima para cada participante, indicando la robustez
de la misma;

- la negociacién, en caso de que los participantes no obtuviesen la misma solucién 6ptima;

- la votacion, en caso de que no se llegase a una solucién negociada;

- la postnegociacion, en caso de que la solucién votada no fuese suficientemente buena;

- la comunicacién de resultados.
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En esta seccion, formulamos muy brevemente algunas de las cuestiones de tipo mateméatico que
habria que resolver para la correcta implantacion de este paradigma.

Estructuracion de problemas: Se trataria, esencialmente, de determinar los métodos de estructu-
racién de problemas de toma de decisiones mas adecuados para implementar en web, teniendo
en cuenta la poca sofisticacion de los usuarios al otro lado de la red. Para ello, sera necesario
realizar comparaciones entre métodos de estructuracién para asegurar su relevancia para el tipo
de decisiones complejas que consideramos. Otras dos cuestiones importantes apenas tratadas en
la literatura, serian la investigacion de métodos para evaluar la sensibilidad de la solucion res-
pecto de la estructura del problema y la exploracion de la seleccion y la mezcla de modelos de
decision para un mismo problema de toma de decisiones.

Modelizacion de incertidumbre: Desde nuestra perspectiva, la cuestion principal en este campo
seria estudiar métodos de asignacion de creencias adecuados para su implementacién en web,
con énfasis en la previsible poca sofisticacion de los usuarios.

Modelizacién de preferencias: Dada la asignacion de preferencias no asistida por un analista a
través de la web, deberian desarrollarse nuevos modelos de asignacion de preferencias de deci-
sores, con énfasis en el analisis de modelos de errores en preferencias.

Cdlculo de altemativas dptimas: Se deberia promover el desarrollo de métodos de optimizacion adecua-
dos a nuestro contexto de decisores miltiples, a través de la web. Asi, entre otros, se deberian explo-
rar extensiones de los métodos de simulacion de probabilidades aumentadas, aproximaciones miopes
penalizadas, y su combinacién con métodos de programacién neurodinamica, para el calculo de alter-
nativas optimas para cada decisor participante en problemas complejos de toma de decisiones. Ade-
mas, puesto que habra varios participantes con preferencia y creencias dispares, y posiblemente impre-
cisas, se deberian desarrollar nuevos métodos y algoritmos de calculo de soluciones no dominadas.

Andlisis de sensibilidad: La presencia de mdltiples decisores exigira herramientas mas potentes de ana-
lisis de sensibilidad. En particular, seria interesante estudiar como emplearlas para explorar posibles
causas de conflicto entre decisores y promover consenso, posiblemente con métodos multi-agente.

Andlisis de negociaciones: Logicamente, dada la previsible disparidad de opiniones de los partici-
pantes, se requeriran herramientas de analisis de negociaciones. Para ello, deberia realizarse un
estudio unificado de métodos de arbitraje y de negociacién adecuados a las estructuras de pro-
blemas considerados y relacionarlos con métodos de votacion.

Conclusiones

Se ha descrito como los desarrollos recientes en TIC permiten poner a disposicion del gran pabli-
co herramientas que facilitan la toma de decisiones racionales. Esta actividad, a su vez, sugiere
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interesantes retos matematicos con inmediata aplicabilidad practica, que podrian tener una
buena acogida en un Instituto de Matematicas.
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Abstract

We have explored the rich and complex interplay between Mathematics and Neuroscience follo-
wing three main branches of research. The first one is the use of mathematical models to unders-
tand the functioning of neurons, originated in the seminal work by Hodgkin and Huxley, back in
1952. The dynamics of single neurons and ensembles of neurons is still a very active field of
research, and new properties such as synchronization, criticality or excitability help to unders-
tand the behaviour and function of the building blocks of our brain. The second branch is devo-
ted to the logical aspects of cognition. Godels theorem and the theory of computability can be
considered as the first steps toward a "mathematics of cognition", which has been further deve-
loped specially in the context of computer science and artificial intelligence. Finally, in the third
branch new mathematical concepts, such us chaos, complex networks or stochastic resonance,
are being applied to the analysis of neurological and psychological data and to the design of models
for actual cognitive processes in animals and humans. These three research lines are conti-
nuously exchanging ideas and concepts in order to solve one of the most exciting problems of
modern science: how our brain works.

Introduccion

Para los Estados Unidos los 90 fueron oficialmente la “década del cerebro” y el siglo XXI lo sera
para Japon. Entender cdmo funciona nuestro cerebro no es sélo una de las mas ambiciosas aspi-
raciones intelectuales de la ciencia, sino que tiene también aplicaciones practicas en dos ambi-
tos: el tratamiento de enfermedades neuroldgicas e incluso psiquicas, y el desarrollo de la robdti-
cay la inteligencia artificial, mediante disefios inspirados en el cerebro de humanos y animales.

En los Gltimos afios nuestro conocimiento del cerebro ha aumentado de forma dramética pero al
mismo tiempo tenemos la sensacion de encontrarnos tan solo en el comienzo: ignoramos mas de
lo que hemos llegado a comprender. EL cerebro es uno de los sistemas mas complejos a los que
se enfrenta la ciencia. Es por ello que las ciencias positivas se acercan a él desde todos los flan-
cos: psicologia, bioquimica, biologia celular, informatica y modelizacion matematica.

Nuestro cerebro es esencialmente un conjunto de neuronas conectadas entre siy nuestras capa-
cidades cognitivas son fruto de la actividad colectiva de estas neuronas. EL cerebro es un siste-
ma complejo, tal y como se entiende en la actualidad este término: esta formado por muchas subu-
nidades relativamente simples y cuya interaccion da lugar a propiedades emergentes complejas
(véase el articulo de Angel Sanchez en este mismo volumen). Por ello, practicamente todas las
disciplinas que se agrupan bajo la llamada Ciencia de los Sistemas Complejos tienen aplicacion
en el cerebro: fisica estadistica, teoria del caos y de los sistemas dinamicos, teoria de redes
complejas, probabilidad y procesos estocasticos. Es mas, puesto que la conciencia y las funcio-
nes cognitivas no son mas que propiedades emergentes de nuestro cerebro, sélo podran ser
comprendidas utilizando estas Ciencias de la Complejidad.
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Las neurociencias indagan acerca del cerebro y el sistema nervioso en todos sus niveles: el fun-
cionamiento de las neuronas, el disefio de circuitos neuronales, la organizacion funcional del cere-
bro y la relacién entre esta organizacion y la conducta o los procesos cognitivos. Y lo han hecho
tanto en sus aspectos fisico-quimicos y fisiolégicos, como en sus aspectos logicos. En todos
estos niveles y en todos estos aspectos, las mateméaticas han sido indispensables.

Es dificil resumir en unas pocas paginas los enormes logros que las neurociencias han alcan-
zado y la importancia de las matematicas en los mismos. Hemos optado por distinguir tres gran-
des lineas de investigacion. La primera, la linea bioldgica, se ha centrado en el estudio de las
neuronas y su capacidad de procesamiento de informacion. La segunda, la linea l6gico-compu-
tacional, parte de la logica matematica e intenta dilucidar cudales son los elementos funda-
mentales de los procesos cognitivos. Esta linea culmina con las distintas estrategias utiliza-
das en inteligencia artificial. Finalmente, la linea de la neurologia y la psicologia cuantitativa
estudia el comportamiento del cerebro de forma global y su relacién con la conducta o con la
respuesta a ciertos estimulos.

No existen fronteras nitidas entre estas lineas. Unas y otras se funden y comparten conceptos,
técnicas y resultados experimentales. Sin embargo, nos seran (tiles para eshozar el extenso y varia-
do panorama de las neurociencias.

La linea biolégica

Nuestro cerebro procesa informacion a través de los impulsos nerviosos que atraviesan las neu-
ronas. Una neurona tipica de nuestra corteza cerebral consta de un cuerpo central, o soma, del
que nace un filamento, el axdn, y una serie de filamentos mas pequefos en forma de arbol, las
dendritas (ver figura 28). EL impulso nervioso se transmite desde las dendritas hasta el axon.

En 1939, Hodgkin y Huxley realizaron las primeras mediciones de la actividad eléctrica del lla-
mado ax6n gigante del calamary afios mas tarde, en 1952 [1], presentaron el primer modelo mate-
matico para describir el impulso nervioso, el modelo de Hodgkin-Huxley. Por sus trabajos experi-
mentales recibieron el Premio Nobel de Medicina, junto con John Eccles, en 1963.

El modelo de Hodgkin-Huxley es un sistema de ecuaciones diferenciales con un punto estaciona-
rio estable, que corresponde al estado de reposo de la neurona y tiene el siguiente comporta-
miento peculiar: si una pequefia perturbacion aparta al sistema del punto estacionario, éste
debe realizar una “excursiéon” relativamente larga para volver a dicho punto. El resultado es que
el sistema responde de forma abrupta ante pequefas perturbaciones, pero la respuesta no depen-
de de la intensidad de la perturbacion (ver figura 29). Es una respuesta todo o nada, 0 6 1, es
decir, una respuesta digital. Ademas, la neurona, una vez que “dispara”, necesita un cierto tiem-
po para recuperarse y poder ser excitada de nuevo.
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‘FIGURA 28

Representacion esquemdtica de una neurona

Estas son las caracteristicas principales del impulso nervioso que atraviesa nuestras neuronas y
definen un tipo de sistema dindmico que se denomina sistema excitable y que no es exclusivo de
las células nerviosas sino que se da en muchos otros ambitos de la biologia, como en la excita-
cion de las células del tejido cardiaco [2] o en las redes que regulan la expresion de genes de
importancia en el estudio del cancer [3].

Existen muchas variantes y simplificaciones del modelo de Hodgkin-Huxley, como el modelo
de una variable integrate-and-fire o las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo, con sélo dos gra-
dos de libertad.

Todos estos modelos se han aplicado a neuronas individuales [4, 5] y a redes. Pero tanto el
comportamiento de las neuronas individuales, que es mas variado de lo esbozado aqui, como
el modo en que éstas procesan la informacion, son objeto de la investigacion actual. Hasta
mediados de los afios 80 se creia que la informacion transmitida a través de la neurona esta-
ba Gnicamente codificada en el nimero de disparos por segundo, o ritmo de disparo, y que el
patron detallado de disparos era irrelevante. EL hecho de que este patron variara en experimen-
tos en donde el sujeto estd expuesto al mismo estimulo sustentaba esta idea (ver figura 30).
Sin embargo, mas recientemente se ha podido comprobar la relevancia de estos patrones
temporales: en la famosa teoria de la atencion de Crick y Koch [6], basada en la sincroniza-
cion de patrones de disparo; en la mayor reproducibilidad de dichos patrones cuando los
estimulos estan afectados por ruido [7, 8]; o en la utilizacion de desfases de los patrones de
disparo en el procesamiento de sefiales auditivas [4, 9]. Todo ello ha despertado el interés
por los modelos de tiempo continuo de neuronas, como el de Hodgkin-Huxley, y, en especial,
por las propiedades de sincronizacién [10] y su respuesta ante el ruido [11]. A raiz de estos
resultados, se espera el desarrollo de una nueva teoria de la informacion que incorpore la
codificacién en patrones temporales de disparo [9].
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FIGURA 29

|
ElL potencial de accion y el modelo de Hodgkin-Huxley

En la figura superior se puede observar el potencial resultante del modelo como respuesta a un
estimulo, mientras que en la inferior se muestran potenciales obtenidos experimentalmente en
distintas neuronas: a) axdn gigante del calamar, b) neurona del nodo de Ranvier de una rana 'y
c) neurona del cortex visual de un gato.

Finalmente, se ha estudiado también la estadistica de disparos tanto en experimentos como en
modelos matematicos [12] y responde a una ley de potencias similar a la que se da en otros sis-
temas complejos, como terremotos o pilas de arena.

FIGURA 30

|
iDisparos de una neurona individual en el cortex de un mono ante el mismo estimulo

La linea logico-computacional

La légica matematica experimenté una auténtica revolucion a principios del siglo XX gracias al
teorema de Godel. El teorema, que resolvia uno de los famosos problemas de Hilbert, evidencio
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las limitaciones de los procedimientos finitos para la fundamentacion de la aritmética. Pero tam-
bién puso en marcha un programa de investigacion sobre estos procedimientos finitos que dio lugar
a una definicion formal -y universal- de algoritmo a través de la llamada mdquina de Turing.

En 1952 McCulloch y Pitts publicaron un articulo fundamental para la neurociencia [13]. En él defi-
nieron un modelo extremadamente simplificado de neurona, la neurona formal de McCulloch-
Pitts. Se trata de un simple dispositivo con un gran nimero de entradas (las dendritas) y una
salida (el axdn). EL dispositivo suma las entradas y si el resultado supera un cierto umbral emite
una sefal a través de su axon. Con estas neuronas pueden construirse redes en donde los axones
alimentan las entradas de otras neuronas. Estas conexiones o sinapsis forman la red neuronal
pero, como ocurre en el cerebro, pueden ser mas o menos intensas. El peso sindptico es un coe-
ficiente que mide esta intensidad de conexion y puede ser incluso negativo para dar cuenta de
conexiones inhibitorias, en las que una neurona inhibe o dificulta la actividad de otra. McCuloch
y Pitts [13] no sdlo definieron su modelo de neurona, sino que probaron que las redes de estas
neuronas formales eran capaces de realizar cualquier algoritmo, es decir, probaron que una red
neuronal era capaz de realizar las mismas tareas de procesamiento de informaciéon que una
maquina de Turing y, por tanto, que cualquier ordenador digital.

Pero una de las diferencias fundamentales entre una maquina de Turing o un ordenador conven-
cionaly el cerebro es que en este @ltimo no existe un “programador” que disefie las distintas redes
neuronales que lo forman. En 1949, el psicdlogo Donald Hebb, formuld una regla de ajuste de
los pesos sinapticos que permite un disefio auténomo o “aprendizaje” [14]. La regla de Hebb esta-
blece que “cuando un axén de la célula A estd suficientemente cerca como para excitar la célula
By de forma repetida o consistente toma parte en su disparo, tiene lugar algln proceso de cre-
cimiento o cambio metabdlico en una o ambas células que hace que la eficacia de A, en tanto
que célula que activa el disparo de B, se incremente” [14].

Las redes de neuronas McCulloch-Pitts junto con la regla de Hebb y alguna de sus variantes, fue-
ron el punto de partida de toda una disciplina en computacion y neurociencia: las redes neuro-
nales. El campo experimentd un auge extraordinario en los afios 80, gracias en gran parte al tra-
bajo de John Hopfield [15], quien estableci6 una relaciéon matematica entre estas redes y cier-
tos modelos de materiales magnéticos desarrollados en el seno de la fisica estadistica.

Este auge se centro en el llamado conexionismo: el estudio del procesamiento de informacion median-
te redes neuronales [16]. Surgieron intentos de modelizar procesos cerebrales mediante redes
neuronales asi como aplicaciones practicas de las mismas en inteligencia artificial. Es hoy todavia
es un campo de investigacion muy activo la aplicacion de redes neuronales a una gran variedad
de problemas, como reconocimiento de caras [17], objetos o escritura [18], control de sistemas
[19], diagnosis de enfermedades [20] y prediccion de toda clase de fenémenos: plegamiento de
proteinas [21], tiempo atmosférico [22], mercados financieros [23], crisis econémicas [24], etc.

Las redes neuronales se han tratado de forma exhaustiva desde el punto de vista matematico [25]
y este tratamiento las ha relacionado con distintos campos de la fisica y la matematica. Hemos
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mencionado su relacién con modelos de la fisica estadistica. Pero una red neuronal no sélo
almacena patrones o ejemplos, sino que también generaliza la informacién contenida en dichos
patrones y es capaz de clasificar o reconocer estimulos nuevos. Esta capacidad de generaliza-
cién es un caso particular de un viejo problema en estadistica y tratamiento de datos. Por ello
la teoria del aprendizaje en redes neuronales se ha fundamentado en la estadistica matematica
a través de la llamada dimension de Vapnik-Chervonenkis, un concepto abstracto y muy general
que mide la capacidad de un dispositivo para generalizar a partir de ejemplos [26, 27].

Finalmente, otro de los aspectos que puede en un futuro ser relevante en la elaboracion de
una matemdtica de la cognicion es la teoria de control. En los dltimos afios, los trabajos del
neur6logo Antonio R. Damasio han puesto de manifiesto el papel que el cuerpo y su repre-
sentacion en el cerebro juegan en procesos coginitivos superiores como las emociones y la
conciencia [28].

Por ello, es muy posible que este tipo de procesos no puedan ser explicados mediante modelos
puramente neuronales, sino que sea necesario incluir un sistema fisico y su representacion,
como ocurre en robdtica, en donde la teoria de control es una herramienta bésica [29].

La linea de la neurologia y la psicologia cuantitativa

Finalmente, las matematicas juegan un papel importante también en el estudio global del cere-
bro y la conducta realizado por neurélogos y psicélogos.

Existe una gran diversidad de técnicas de medicién de la actividad cerebral: electroencefalogra-
fia, resonancia magnética, tomografia por emision de positrones, etc., y muchas de ellas permi-
ten obtener datos incluso cuando los sujetos estan conscientes y realizando ciertas tareas.

El tratamiento e interpretacion de todos estos datos esta requiriendo nuevas herramientas mate-
maticas, como la teoria del caos determinista [30] o la de redes complejas [31].

Por otro lado, la psicologia cuantitativa ha utilizado siempre las matematicas para cuantificar y
disefar modelos de la conducta. En los dltimos afios, este campo se ha beneficiado de los resul-
tados de la Ciencia de los Sistemas Complejos. Uno de los ejemplos mas estudiados es la influen-
cia del ruido en la percepcion. Existe un fendmeno denominado resonancia estocdstica en el que
la adicion de ruido a un estimulo puede ayudar a reconocerlo y se ha observado experimental-
mente en animales [32] y en humanos [33].

Son muchos otros los ejemplos de aplicacion de nuevas técnicas matematicas al comportamien-
to humano: la teoria de colas [34], el estudio de fluctuaciones [35], etc. Todos ellos, en mayor
o menor medida, nos dan informacién acerca de como trabaja el cerebro y pueden ayudar a des-
cubrir las estrategias de disefio de nuestros circuitos neuronales.



MATEMATICAS EN LA FRONTERA

Conclusiones: las neurociencias en Madrid

Madrid fue la ciudad donde Santiago Ramon y Cajal descubri6, en 1887, que el tejido nervioso esta
formado por neuronas y que éstas son células individuales. En los congresos de neurociencias cele-
brados en Madrid, los mayores expertos del mundo peregrinan hacia el Instituto Cajal en la calle
Serrano para ver sus preparaciones originales. La tradicion de Cajal ha hecho de Madrid un lugar
muy activo en neurociencia: el Instituto Cajal, dirigido por Alberto Ferrds, se centra en aspectos
biolégicos y experimentales; mientras que el grupo de Neurocomputacion Biolégica, dirigido por
Pablo Varona, y el Neural Processing Lab, dirigido por Gonzalo G. de Polavieja, ambos en la Uni-
versidad Autonoma de Madrid, estén en la vanguardia de los estudios tedricos y el disefio de mode-
los de neuronas. No es ésta una lista exhaustiva, puesto que, en nuestra Comunidad Auténoma,
son mas los investigadores y grupos que se dedican al estudio del cerebro, de la conducta o a las
aplicaciones de las redes neuronales, pero sélo los tres mencionados dan una idea de lo activa,
destacada y multidisciplinar que es la comunidad neurocientifica madrilefa.

Hemos visto como en el estudio del cerebro han confluido neurobiologia, computacién y un gran
ndmero de disciplinas matematicas: l6gica, teoria de los sistemas dinamicos, complejidad, caos,
teoria de control, estadistica y probabilidad, teoria de la informacién. Esta interaccion entre
neurociencia, matematica y computacion ha sido muy fructifera, especialmente en las Gltimas tres
décadas, y todo indica que el cerebro seguira siendo una fuente de inspiracion para el desarrollo
de nuevas aplicaciones informaticas. No sélo la medicina, sino también la industria, va a ser bene-
ficiaria de esta interaccion. Madrid se encuentra en un excelente momento para continuar desta-
cando en este campo, siempre que asuma la necesidad de afrontar la investigacion de modo
marcadamente multidisciplinar, integrando equipos de biélogos, médicos, psicélogos, informati-
cos, matematicos y fisicos.
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MATEMATICAS EN LA FRONTERA

Abstract

This paper is a brief introduction to the research on Complex Systems and its relationship
with Mathematics. Complex Systems, systems with very many parts whose interaction gives rise
to new emergent phenomena, are receiving very much attention both from public and priva-
te institutions, due to the great applicability of this paradigm. The thirty-year history of the
field is outlined, and its roots on interdisciplinary approaches to science are discussed, with
examples of Complex Systems in Physics, Economy, Sociology and Biology. Accordingly, the
prospects for the research on Complex Systems are analyzed and its role in frontier research
is identified, particularly as an anti-reductionist, bottom-up approach to understanding dif-
ferent problems.

Finally, a summary of the mathematical tools currently used to study Complex Systems is provi-
ded, along with a number of questions and avenues for further developments needed from Mat-
hematics for this research.

éQué son los sistemas complejos?

La Ciencia de los Sistemas Complejos o de la Complejidad es un nuevo campo [1] que estudia
comportamientos emergentes en sistemas con gran nimero de partes, componentes o agen-
tes, es decir, comportamientos y fendmenos colectivos que aparecen debido a la interaccién
no predecibles ni entendibles a partir de los individuales. Los sistemas sociales, formados
por personas, el cerebro, formado por neuronas, las proteinas, formadas por atomos, el siste-
ma atmdsfera-océanos, formado por flujos de aire y agua o los ecosistemas, formados por espe-
cies animales y vegetales, son buenos ejemplos de sistemas complejos. Esta disciplina, que
tiene un caracter horizontal intrinseco que toca todas las ramas tradicionales de la Ciencia y
la Ingenieria, se centra en el estudio de como las interacciones dan lugar a los patrones de
comportamiento, el disefio de nuevos métodos de describir y analizar sistemas complejos, y
el proceso de formacion de tales sistemas. Este estudio, inicialmente teérico, se aplica hoy a
problemas concretos de gran importancia, desde sanitarios a militares, pasando por la ges-
tion de organizaciones [2].

Un campo de interés piblico y privado

Los sistemas complejos reciben cada vez mas atencion pdblica y privada. Asi, en el contex-
to publico europeo, el Programa NEST (New and Emerging Science and Technology, nuevo en
el 6° Programa Marco y antecedente del flamante European Research Council) financia una gran
cantidad de iniciativas en el campo, que se coordinan a través de la Accion GIACS [3] y la
Red ONCE-CS [4]. Esta actividad ha dado lugar en 2004 a la creacion de la European Complex
Systems Society. Existe una iniciativa ERA-NET en marcha para estudiar un incremento de la
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financiacién por parte de las agencias de los estados miembros. Se han creado institutos de
investigacion especificos, como el Max-Planck-Institut fiir Physik komplexer Systeme, de
Dresde, Alemania, o el Instituto de Biocomputacion y Fisica de Sistemas Complejos de Zara-
goza. En cuanto al sector privado, el interés es grande en Estados Unidos, donde hay insti-
tuciones como el Santa Fe Institute for Complex Systems [5], financiadas por empresas que
van desde la informatica (Intel, Sun) a la banca (Credit Suisse First Boston) pasando por los
automoéviles (Ford, Toyota) o la tecnologia (Lockheed Martin). En Espafia, la participacion
privada es todavia incipiente, pero hay ya entidades econémicas y financieras relevantes
con interés en el campo.

Treinta anos de sistemas complejos

En 1972, el premio Nobel de Fisica Phil Anderson publicé el articulo More is different [6],
cuyo titulo se refiere precisamente al concepto de emergencia, y que fue el primero que reco-
noci6 el campo de los sistemas complejos como tal. Sin embargo, habria que esperar a los afios
noventa para que la generalizacion del acceso a los ordenadores permitiera el desarrollo del
estudio de los sistemas complejos, a la vez que herramientas basicas como la Mecanica Esta-
distica y la Ciencia No Lineal alcanzaban su madurez. La Mecdnica Estadistica es originalmen-
te la aplicacion de la Estadistica, con su bagaje matematico para tratar con poblaciones
grandes, a la Mecanica, que se ocupa del movimiento de particulas u objetos sujetos a una
fuerza [7]. Sus pioneros fueron J. Willard Gibbs y Ludwig Boltzmann, a finales del siglo XIX,
proporcionando un marco para relacionar las propiedades microscopicas de, por ejemplo, ato-
mos o moléculas individuales con las propiedades macroscépicas de los materiales (como por
ejemplo la presion o el volumen de un gas). El salto cualitativo de los noventa fue darse
cuenta de que el concepto es mucho mas general, ya que no necesita aplicarse a atomos o molé-
culas sino que describe cualquier colectividad de objetos cuya dindmica individual e interac-
ciones mutuas son conocidas, es decir, los sistemas complejos. EL mismo espiritu generalista
esta en la base de la Ciencia No Lineal, que va mas alla del significado puramente matemati-
co de “no lineal” (véase la reciente y monumental enciclopedia compilada por Alwyn Scott [8]).
Simplificando drasticamente y sin pretender ser exhaustivo, podriamos decir que la ciencia
no lineal comprende cuatro paradigmas bésicos: el caos determinista, las estructuras cohe-
rentes, la formacion, competicion y seleccién de patrones, y la dinamica adaptativa o evolu-
tiva. El impacto de esos paradigmas se puede entender en términos de su relevancia interdis-
ciplinar. EL caos aparece, por ejemplo, en la actividad eléctrica de sistemas bioldgicos, en la
transicion de un fluido a la turbulencia, y en el movimiento de planetas. Las estructuras
coherentes describen tanto la gran mancha roja de Japiter como los tsunamis o los sistemas
de comunicacion optica. Nos encontramos problemas relacionados con patrones en fenéme-
nos tan distintos como la recuperacion de petroleo, las interacciones laser-plasma o la mor-
fogénesis. Y por altimo, la dindmica evolutiva nos habla de cosas como la evolucién biolégi-
ca, las redes neuronales o la vida artificial.
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‘FIGURA 31

i"Ejemplos de sistemas complejos

Izquierda: representacion esquematica de la Corriente del Golfo. Este sistema complejo natural cons-
ta de la combinacion de numerosos flujos de agua, que unidos a los flujos atmosféricos dan lugar
a la Corriente del Golfo, responsable central del clima de la Europa atlantica. Derecha: red de e-
mail de la Universitat Rovira i Virgili. Los distintos niveles de gris representan los departamentos,
y los enlaces unen personas que intercambian correo electronico [tomado de R. Guimera et al., Phys.
Rev. E 68, 65103 (2003)]. La figura representa entonces la red social del colectivo.

La interdisciplinariedad como fundamento

El caracter distintivo fundamental de la investigacion en sistemas complejos es su interdiscipli-
nariedad. Como dice Anderson [6], muchas veces los objetos elementales pertenecen a una cien-
cia (p.€j., la quimica) y los emergentes a otra (p.€j., la biologia). Y lo mismo ocurre con los
métodos de la complejidad: suelen caer en el espacio interdisciplinar: “Donde aparece la inter-
disciplinariedad es precisamente en el salto entre dos niveles de la estructura jerarquica de la Cien-
cia, y/o en el espacio no colonizado entre dos disciplinas bien establecidas, y/o en la creacion
de nuevos campos del saber. La investigacion interdisciplinar no se refiere pues a un caracter
pluri o multidisciplinar que implica una simple superposicién de expertos o especialistas en
campos diversos que ofrecen sus técnicas para la solucion de un problema. Por el contrario, se
refiere a la voluntad decidida de cruzar fronteras entre campos establecidos y de forzar la imagi-
nacion para transferir conceptos de unos campos a otros, partiendo de que la constatacion de
que el estudio a través de esas fronteras es fuente de grandes progresos del conocimiento [9].”

Como muestra de este caracter, se recogen a continuacion aplicaciones de los sistemas comple-
jos en distintas ciencias:

Fisica: Las ideas base de la Complejidad, que partieron de la Fisica Estadistica y No Lineal, se
aplican hoy en campos que van de la Nanotecnologia a la Computacion Cuantica pasando por la
Astronomia. Quiza uno de los retos mas importantes hoy en Fisica es el estudio de sistemas
desordenados, que casi siempre son sistemas complejos formados por partes heterogéneas. Este
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es un problema en el que se necesitan nuevas matematicas con urgencia, y avances significati-
vos en esta cuestion serian de inmediato interés para los demas campos, donde generalmente la
aproximacion de suponer que las partes son iguales es muy pobre.

FIGURA 32

iEjemplos de sistemas complejos

Izquierda: niveles de plegamiento del ADN: la doble hélice se pliega en torno a unas proteinas lla-
madas histonas, y la estructura resultante sufre mas plegamientos hasta formar los cromosomas,
que empaquetan unos dos metros de molécula por célula en humanos. Derecha: fluctuaciones de
las ganancias en el mercado de Nueva York, que muestra que no son gaussianas como predicen las
teorias econdmicas usuales [tomado de P. Gopikrishman et al., Physica A 287, 362-373(2000)].

Economia: La afirmacion de que la Economia es un sistema complejo (muy complejo) no resulta
sorprendente [10]. Tampoco parece extrafio que lo que gustaria a cualquier economista sea
resolver el “problema micro-macro”: cémo se explica la Macroeconomia desde la Microeconomia,
igual que la Termodinamica es explicada por la Mecéanica Estadistica. Aparte de esta pregunta
fundamental, hay mucho interés hoy en dia en modelar los mercados financieros como sistemas
complejos, para intentar comprender su funcionamiento (y sacar partido de él, obviamente, o para
detectar y evitar malas practicas). Los problemas de gestion de las grandes empresas globaliza-
das son otra aplicacion directa de los sistemas complejos.

Sociologia: Como se forman las redes sociales, qué consecuencias conllevan, como dan lugar al
establecimiento de normas e instituciones, como se ven afectadas por esas normas, qué tienen
que ver con la cultura y su evolucion son preguntas que estan hoy en dia en el ambiente de la
sociologia, y hay mucho trabajo por hacer. De hecho, la revista Science [11] incluy6 el proble-
ma de la evolucion de la cooperacién humana entre los 25 mas acuciantes para el siglo XXI.
Otros problemas interesantes en el campo son la formacion de opiniones y consenso, la dina-
mica electoral o la segregacion de poblaciones (asunto en el que ya trabaj6 el premio Nobel de
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Economia en 2005, Thomas Schelling, desde la perspectiva de los sistemas complejos pero
anticipandose a ella [12]).

Biologia: La Biologia es el arquetipo de ciencia en la que la jerarquia de niveles de complejidad
es muy intrincada. Del gran ndmero de cuestiones a que eso da lugar, podemos destacar el fun-
cionamiento del sistema inmunoldgico o el del cerebro; las redes de regulacién genéticas o pro-
tedmicas o también ecolégicas, o muy recientemente la cooperacién en poblaciones bacterianas
(biofilms). De particular relevancia es el estudio del plegamiento de proteinas: intentar predecir
de que forma se va a estructurar en el espacio una secuencia lineal dada de aminoacidos, campo
donde los sistemas complejos ya estan haciendo aportaciones.

Hacia la frontera del futuro

Como hemos visto, muchos sistemas de distintos campos no pueden entenderse con la aproxi-
macion top-down o reduccionista habitual. Los sistemas complejos son a menudo impredecibles,
pero cumplen su funcién incluso perturbados o sometidos a ruido, y aparecen no por un disefio
ordenado, sino por un proceso de auto-organizacion, tipicamente adaptativa. La Ciencia y la Inge-
nieria “tradicionales” carecen del marco conceptual para entender disefiar, o gestionar estos sis-
temas. La Complejidad viene a actuar de puente entre campos, no sélo entre la Ciencia y la Inge-
nieria, sino entre las Ciencias formales y naturales y las Ciencias sociales. Uno de sus propdsitos
fundamentales es, por tanto, el ayudarnos a prever las consecuencias de nuestras acciones cuan-
do tratamos de disefiar o controlar los sistemas complejos que nos rodean. Asi, nuevas oportuni-
dades de negocio surgen de las redes P2P, mientras que Internet estimula maneras alternativas
de relacionarse en sociedad. Sin embargo, no todo son buenas noticias, y esta interdependencia
global, que abre oportunidades de innovacién sin precedentes, trae consigo riesgos de enorme
magnitud: somos incapaces de asegurar la eficiencia de internet (mas del 68% del correo elec-
tronico es “no deseado”), nos enfrentamos a epidemias globales (SIDA, SARS, gripe aviar) y lucha-
mos para entender el medio ambiente y conseguir gestionarlo de manera sostenible a la vez que
generamos cada vez mayores amenazas contra él. Afrontar estos problemas exige una nueva
ciencia que, partiendo de una perspectiva bottom-up, siente las bases de su solucion a través del
entendimiento de un sistema enormemente complejo del que nosotros mismos formamos parte.
En el futuro, la innovacién, la mayor fuente de crecimiento, sélo serd posible si comprendemos
cémo funcionan los “sistemas de sistemas”.

Estamos, pues, en el vértice de un cambio radical de paradigma en Ciencia que tendra efec-
tos profundos en todos los aspectos de la vida. La Ciencia de los sistemas complejos propor-
cionara nuevas maneras de coordinar sistemas humanos, de disefiar arquitecturas robustas de
sistemas tecnoldgicos, y estimulara grandes novedades en las tecnologias de la informacion
y las comunicaciones. Es decir, sera la base de nuevas generaciones de tecnologia en las pro-
ximas décadas, abriendo una oportunidad para la que Europa empieza a posicionarse y que
Espafa no puede dejar escapar.
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Matematicas y computacion, de y en la frontera

En el corazén mismo de esta nueva Ciencia de los sistemas complejos estan las Matematicas y la
Simulacién, sin las cuales no sera posible avanzar en ninguno de los tres aspectos de la I+D+i.
De hecho, el paradigma tradicional del modelado en Matemdtica Aplicada [14], con sus tres
fases: formulacién, o traduccion del problema cientifico a términos matematicos; andlisis, o
solucion matematica del modelo, e interpretacion y verificacién de la solucion en términos del
problema original, es precisamente el modus operandi de la investigacion en sistemas comple-
jos. En el proceso de modelado, la interaccion con el ordenador abre un mundo de posibilidades,
ya que “con el uso juicioso de los ordenadores podemos penetrar en nuevas areas y descubrir cone-
xiones entre campos diversos de las matematicas que escaparon a nuestros predecesores [15]"
Sé6lo ese maridaje entre Matematicas y Simulacion permitira avances sustanciales en el entendi-
miento de los sistemas complejos, un maridaje que, sin pretender ser exhaustivos y sin ningin
orden particular, involucra:

- Un equivalente conceptual al Analisis, una manera de ver las consecuencias de la multitud de inte-
racciones que definen un sistema complejo y que traslade nociones del continuo al discreto [16].

- Teoria de grafos, como base matematica para entender las redes de interaccion subyacentes a
todo sistema complejo [17, 18].

- Procesos estocasticos, cadenas de Markov, matrices aleatorias, y métodos novedosos de tratar
con sistemas desordenados [19].

- Analisis funcional, para tratar problemas como las propiedades espectrales de operadores,
cruciales en el estudio de transiciones de fase [20].

- Una formalizacion matematica de las nuevas técnicas de simulacion numérica desarrolladas para
los sistemas complejos, en particular las basadas en agentes, Monte Carlo y las simulaciones
multiescala, incluyendo técnicas de homogeneizacion [21, 22].

- Teoria de control, como punto de partida para elaborar las matematicas del disefio de siste-
mas con propiedades emergentes requeridas en aplicaciones concretas [23, 24].

- Sistemas complejos adaptativos, con el ingrediente afiadido de la evolucion para adaptarse, bien al
ambiente, bien al comportamiento global del sistema, bien a ambos, cuyo estudio involucra muchas
Matematicas clasicas, desde los sistemas Lotka-Volterra a la teoria de juegos evolutiva pasando por
los problemas de reaccion difusion, y su relacion con los algoritmos genéticos [25, 26].

- Estadistica, incluyendo nuevos algoritmos de inferencia bayesiana en redes, y técnicas de tra-
tamiento de cantidades masivas de datos (data mining) [27].

- Teoria de la sefial, identificacion de sistemas lineales y no lineales, problemas inversos, anali-
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sis de series temporales (algoritmos y nuevas herramientas matematicas mas alla del analisis
arménico, redes neuronales) [28, 29].

- Teoria de bifurcaciones, sistemas dindmicos, formas normales como modelos genéricos de cla-
ses de fendmenos, técnicas asintdticas de auto-semejanza (grupo de renormalizacion) [30, 31].

- Complejidad computacional, con especial énfasis en la complejidad algoritmica, base de la cla-
sificacion de algoritmos y por tanto de modelos para la simulacién de sistemas complejos [32].

- Modelos formales de programacion orientada a objetos basados en UML (Unified Modelling Lan-
guage) como lenguaje alternativo para entender matematicamente los sistemas complejos [33].

A modo de conclusion

La nueva ciencia de la Complejidad, desarrollada fundamentalmente en los afios noventa para el
estudio de sistemas compuestos por muchas unidades en interaccion y los comportamientos emer-
gentes resultantes, estd aqui para quedarse, mas adn, sera una pieza clave de la I+D+i del siglo
XXI. Matematicas y Computacion se entrelazan inextricablemente en la investigacion en Comple-
jidad, y sélo una nueva perspectiva que involucre ambas trabajando desde la frontera entre ellas
y entre las ciencias establecidas permitira aprovechar la ventana de oportunidad que tenemos
en este momento para transferir ese esfuerzo investigador al desarrollo y a la innovacion.
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Abstract

The research activity in this area follows three different, but related, lines: curves and surfaces
are the main objects to be studied, the computation and algorithmic treatment of them is the wor-
king instrumental tool, and their applications the final goal. Although, the most intuitive way
of understanding the notion of algebraic curve and surface is, probably, by its graphic represen-
tation, the concept is usually introduced as the set of solutions, in the plane or in the space (in
general, the space dimension can be higher than 3), of one or several polynomial equations (its
implicit equations). Plane curves (curves in the plane) are defined by a single polynomial in 2
variables. Space curves (now the curves lies in the space) are defined by at least two polyno-
mials in 3 variables. Surfaces (in the 3-dimensional space) are defined by a polynomial in 3
variables. Thus, an space curve can be seen as the intersection of several surfaces.

In the 20th century, with the appearing of computers, many branches of Mathematics moved
part of their research goals to more computational statements, even appearing new lines of
research. As a consequence, an interesting phenomenon has been generated: on one hand, the
mathematicians study the resolution of computational problems from their field, and on the other,
the technological development provides new problems being a real research challenge for mat-
hematicians. Research on curves and surfaces has not been an exception to this process.

Previously, the computation with curves and surfaces was non-viable, with the exception of simple
examples. However, with the development of algorithmic methods and with the help of computers,
the situation has changed transforming curves and surfaces as a powerful tool in applications.

Historically, curves and surfaces have played an instrumental distinguished role in solving pro-
blems, not only in Mathematics, but also in other branches of science such as Physics, Biology,
Chemistry or Engineering. However, the development of computers, and the expansion of hard-
ware and software in the industrial word, have implied a considerable increment of the applica-
bility of these type of geometric objects; mainly provided by the necessity of automatizing the
industrial processes. A clear example of this assertion is the computer aided geometric design
(CAGD) that, in some sense, appears as a response of the requirement of automatizing geometric
models in automobile and aeronautic industry. One may also mention other applications of cur-
ves and surfaces as codification, cryptography, computer graphics, etc.

Future work in this field constitutes a real challenge for mathematicians. There exist yet many
questions related to curves and surfaces, and to their applications, that require algorithmic ans-
wers. Also, some of the current algorithmic solutions involve a high computational complexity,
and therefore the feasibility in practice of some methods is not so clear. Nevertheless, an spe-
cial mention in this brief abstract should be done to the new evolution that this research field
faces, and that is known as “approximated algorithms, and hybrid symbolic-numeric algorithms".
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COMPUTACION Y APLICACIONES

Introduccion

Este trabajo pretende dar una vision panoramica de la investigacion en el ambito de las curvas y
las superficies algebraicas, con especial énfasis en su manipulacion algoritmica y aplicabilidad, y
esta dirigida a un espectro amplio de lectores, no necesariamente especialistas en Matematicas.

Parece razonable comenzar con una breve descripcion del marco tematico en el que se ubica
esta disciplina. Se trata de un ambito de actuacion con tres facetas interrelacionadas: las curvas
y superficies son los objetos principales de estudio, la computacion o algoritmia el instrumento
de trabajo, y las aplicaciones el objetivo. A continuacion se desarrollan brevemente cada uno de
estos aspectos y se muestran algunos problemas concretos.

‘ FIGURA 33
Izquierda: curva plana (x? + 4y + y?)? — 16x* — 16y* = 0
i" Derecha: superficie (x? — ) + (4 — I)* + (2 = 1)> = 3/2=10

Contexto matematico: curvas y superficies algebraicas

El estudio de este tipo de objetos geométricos tiene una larga y notoria historia dentro de las
Matematicas y ocupa un lugar destacado dentro del ambito mas general de la geometria alge-
braica, constituyendo un campo activo de investigacion, tanto desde el punto de vista teérico
como practico. Aunque, posiblemente, la manera mas intuitiva de visualizar una curva o superfi-
cie es mediante su representacion grafica (véase Figura 33), el concepto de curva o superficie alge-
braica se suele introducir como el conjunto de soluciones, en el plano o el espacio?, de uno o varios
polinomios (sus ecuaciones implicitas). Las curvas planas (curvas en el plano) estan definidas
por una ecuacion polinomial en 2 variables. Las curvas espaciales (la curva esta en el espacio)
estan definidas por al menos dos ecuaciones polinomiales en 3 variables. Las superficies (en el
espacio tridimensional) estan definidas por una ecuacién polinomial en 3 variables; por tanto, una
curva espacial se puede ver como interseccioén de varias superficies (véase Figura 34).

2 En general, la dimension del espacio puede ser
superior a 3.
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Como ejemplos ilustrativos de los conceptos anteriores obsérvese que el punto del plano (1, 0)
pertenece a la curva plana de ecuacion x? +y? = 1 (circunferencia unidad) y que el punto del
espacio (1, 0, 0) esta en la superficie X2 + y? + z2 = 1 (esfera unidad).

Otros ejemplos de curvas algebraicas son las rectas (polinomios de grado 1), circunferencias,
elipses, parabolas, hipérbolas (polinomios de grado 2). Asimismo, en el caso de superficies, se
pueden mencionar como ejemplos los planos (polinomios de grado 1), esferas, elipsoides, cilin-
dros (polinomios de grado 2). En la Figura 33 aparecen representadas una curva y una superficie,
ambas de grado 4; obsérvese que en ambos casos los polinomios son de grado 4.

‘FIGURA 34

Curva espacial definida por {x?+y?+2?2=1,x>+2=1/2}

El papel de la computacion y la algoritmia

Durante el siglo XVIII y principios del XIX, muchos matematicos eran verdaderos expertos calculan-
do, asi por ejemplo Gauss en 1801 abandond temporalmente sus investigaciones en aritmética y
teoria de ndmeros para calcular la 6rbita del asteroide Ceres, recientemente descubierto. Durante el
siglo XIX, la investigacion en matematicas cambid su enfoque, centrandose mas en aspectos cuali-
tativos. En el siglo XX, con la aparicion de los ordenadores y el desarrollo del software matematico,
muchas ramas de la matematica dirigen parte de su labor cientifica hacia planteamientos computa-
cionales, apareciendo incluso nuevas lineas de investigacion. Como consecuencia de este hecho se
produce un fenémeno interesante: por una parte el matematico se plantea la resolucién de proble-
mas computacionales propios del areay, por otra, el avance tecnoldgico genera problemas nuevos que
constituyen un reto cientifico. Como muestra, cabe indicar la criptografia y en particular el cripto-
sistema RSA, desarrollado en 1976 por R. Rivest, A. Shamir y L. Adleman, y que se basa en la com-
plejidad algoritmica del problema de factorizar nlimeros enteros. La investigacion en curvas y super-
ficies no es una excepcion en este proceso y en la actualidad existe una actividad cientifica impor-
tante en esta direccion. Previamente, los calculos con curvas y superficies eran inviables, salvo en
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ejemplos sencillos. Sin embargo, con el desarrollo de los métodos algoritmicos y con la ayuda de los
ordenadores, esta situacion ha cambiado, dando mayor potencialidad a las aplicaciones. En particu-
lar, cabe sefialar el desarrollo de algoritmos para la obtencién de propiedades intrinsecas (invarian-
tes), el estudio de singularidades (nudos, auto-intersecciones, etc), la determinacion de intersec-
ciones, la obtencion de ecuaciones canénicas de representacion, la automatizacion en cambios de
representacion (problemas de implicitacion, parametrizacion, inversion, etc), el estudio de aspectos
numéricos, el analisis algoritmico de formas (plotting en pantalla), etc. (véase [3], [5]).

Aplicaciones

Histéricamente, las curvas y superficies han desempefiado un papel destacado como instrumento
en la resolucion de problemas, no sélo en la propia matematica, sino también en otras ramas de
la ciencia como la fisica, la biologia, la quimica o la ingenieria. No obstante, como consecuencia
del desarrollo de los ordenadores y de la implantacion de los medios informaticos en el mundo
empresarial e industrial, se ha provocado un aumento considerable en el potencial aplicado de
este tipo de objetos geométricos; en gran parte originado por la necesidad o voluntad de auto-
matizar informéaticamente los procesos industriales. Un ejemplo claro de esta afirmacion es el
disefio geométrico asistido por ordenador (CAGD) que, en cierta forma, nace como respuesta al
requerimiento de automatizacion en el modelado de formas geométricas en la industria automoé-
vilistica y aeronautica (véase [1], [4]). Asi, en 1962, P. Bézier y, en 1959, P. de Casteljau, desa-
rrollaron paralela e independientemente las curvas de Bézier, el primero para Renault y el segun-
do para Citroen. Dentro del CAGD cabe sefialar aplicaciones concretas como la utilizacion de las cur-
vas y superficies offsets en analisis de tolerancia, troquelados, etc, las curvas y superficies blen-
ding en la modelacion de volimenes, el seccionado de superficies, o el calculo de errores de for-
ma (véase [2], [3], [4]). Por altimo mencionar que, ademas de las aplicaciones en CAGD, existen
otras aplicaciones importantes como son la codificacion, la criptografia o la visualizacién grafica.

Primer ejemplo concreto: procesos de offsetting

Le propongo al lector el siguiente experimento sencillo. Se coloca una moneda de radio d sobre
una circunferencia de radio r, donde d = r, de forma que el centro de la moneda esté sobre la cir-
cunferencia. A continuacion, se desplaza la moneda a lo largo de la circunferencia, siempre
manteniendo su centro sobre la circunferencia, y en cada instante nos fijamos en los “polos nor-
te y sur” de la moneda en la direccion de la normal a la circunferencia (es decir en la direccion
de la recta perpendicular a la recta tangente a la circunferencia en el centro de la moneda).

Como resultado se tiene que todos los puntos obtenidos mediante este proceso forman otras dos
circunferencias, a distancia d de la circunferencia inicial. Este proceso se puede repetir substitu-
yendo la circunferencia por cualquier curva dando lugar al proceso de offsetting (véase Figura 35).
La curva, o curvas resultantes, se denominan curvas offsets a distancia d de la curva motriz (o,
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en la terminologia clasica de Leibnitz, curvas paralelas). Quizas, la forma més intuitiva de visua-
lizar una curva offset es pensar en una carretera de doble sentido, tomar como curva inicial la
curva divisoria de carriles y como offset las curvas que separan la calzada del arcén. Ahora, el
mismo proceso se puede repetir tomando una superficie y una bola cuyo centro se desliza por la
superficie (véase Figura 35). Surgen asi las superficies offset a distancia el radio de la bola.

FIGURA 35

iArriba: Offset de la parabola; Abajo: Offset del paraboloide

Las curvas y superficies offsets (cuyo estudio fue reactivado en los afios 60, del siglo pasado,
desde el ambito aplicado) juega un papel fundamental en muchas aplicaciones en el contexto
del CAGD. Asi, por ejemplo, aparecen en: tolerancia geométrica (las piezas son aceptadas en
funcion del nimero de mediciones situadas en la region offset del contorno), troquelado de for-
mas (con un troquel circular o esférico que se desplaza por la curva/superficie patrén), robdtica
(disefio de trayectorias de maxima seguridad), modelizacion geométrica (el volumen se modela
posicionando la esfera en el esqueleto de la estructura), etc.

FIGURA 36

iRegla de curvas francesas
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Aparentemente, puesto que la offset es una curva/superficie, y teniendo el cuenta el desarrollo
algoritmico existente para la manipulacion de curvas y superficies, no deberia haber dificultades
para trabajar con este tipo de objetos. No obstante el proceso de offsetting, aun partiendo de
un objeto sencillo, genera curvas y superficies con ecuaciones extremadamente complicadas
para las que resulta practicamente inviable la aplicacion de las herramientas estandar. Asi por
ejemplo, si se parte del Folium de Descartes, que es la curva definida por la ecuacion
x> +y3 - 3xy = 0 (obsérvese que el polinomio sélo tiene grado 3 y 3 términos), la correspondien-
te offset tiene grado 14 y 114 términos. Para abordar esta dificultad, la investigacion se dirige
hacia la construccion de algoritmos que permitan deducir propiedades de las offset a partir de pro-
piedades de la curva/superficie origen, sin necesidad de manejar o conocer la ecuacion de la off-
set. En este sentido ya ha habido avances importantes en: la determinacién de representaciones
paramétricas sencillas, la obtencion de auto-intersecciones, el analisis de formas paralelas, etc.

Segundo ejemplo concreto: procesos de blending

Imaginese que se quiere dibujar una silueta plana con formas curvas. Una solucion “casera” podria
ser utilizar una regla de curvas francesas (véase Figura 36), uniendo con cierta destreza cada
arco de curva para evitar la aparicion de “picos”. Ahora, imaginese que el trazado de la silueta
debe ser automatizado y que, ademas, la silueta no es plana sino que corresponde al contorno
de un volumen. Aparece asi el problema del blending. Es decir, dados varios trozos tridimiensio-
nales en el espacio (conocidos a partir de sus ecuaciones), se trata de unirlos con suavidad
usando nuevos trozos (que vendran dados por nuevas ecuaciones).

En terminologia matematica el problema es como sigue (véase Figura 37): dadas las ecuaciones
de varias superficies (superficies primarias), dada una curva en cada una de las superficies pri-
marias (curvas de union), que viene expresada como interseccion de las superficies primarias
con otras nuevas superficies (superficies secundarias), se quiere determinar las ecuaciones de
una nueva superficie (superficie blending) que se una con suavidad, en cada curva de unién, con
cada superficie primaria.

Este tipo de problemas aparece de forma natural en la fabricacion de piezas y especialmente en la
industria automévilistica y aerondutica. Inicialmente, el problema habia sido abordado utilizando
curvas (para el caso plano) y superficies (para el caso espacial) sencillas. Sin embargo, con el
desarrollo de la algoritmia y la utilizacion de los ordenadores, se dispone de mayor versatilidad
en la gama de curvas y superficies a utilizar en el modelado de los trozos primarios, consiguién-
dose asi resultados mas satisfactorios. El avance en este contexto ha permitido demostrar que todas
las posibles soluciones al problema (es decir todas las posibles superficies blending correspon-
dientes a unos datos fijados) estan fuertemente relacionadas y estructuradas (si los datos de par-
tida vienen dados por ecuaciones implicitas, las soluciones forman un ideal del que se conoce una
base de Grobner y si los datos vienen dados por ecuaciones paramétricas, las soluciones forman
un modulo libre de rango 3 del que se conoce una base). Como consecuencia de esta estructura
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del conjunto de soluciones, los algoritmos existentes permiten dar “todas” las soluciones del pro-
blema en funcion de parametros; parametros que posteriormente son utilizados por el disefiador
para seleccionar la solucién mas idénea al problema concreto con el que esté trabajando.

FIGURA 37

Izquierda: superficies primarias y secundarias en un proceso de blending
i Derecha: Resultado del proceso de blending

Perspectivas y lineas futuras

Ciertamente las perspectivas cientiticas en este ambito son amplias y prometedoras. Existen toda-
via muchas cuestiones propias de las curvas y superficies, y de sus aplicaciones, que requieren
respuesta algoritmica®. Asimismo, algunas de las soluciones existentes tienen gran complejidad
de computo haciéndolas inviables en muchas aplicaciones. En el ambito de la manipulacién de

3 Por ejemplo, en la practica se suele trabajar con una doble
representacion de la curva o superficie: representacion
implicita (véase Seccion 2) y paramétrica (las variables
vienen despejadas en funcion de parametros). La obten-
cion de dichas representaciones ha sido resuelta algorit-
micamente en los dltimos afos. Sin embargo en los pro-
cesos aplicados, al trabajar con dos representaciones dis-
tintas (por ejemplo al calcular intersecciones) se gene-
ran nuevas parametrizaciones, cuyos coeficientes ya no son
nimeros reales sino complejos. Esta nueva representacion,
aunque paramétrica, es poco Gtil a nivel practico. Se tra-
ta por tanto de reparametrizar el dato obtenido para con-
seguir una representacion con coeficientes adecuados.

“Para resolver algunos problemas computacionales se uti-
lizan técnicas globales como las bases de Grobner. Se tra-
taria de desarrollar herramientas dirigidas a situaciones
especiales, derivadas del contexto aplicado que, aunque
menos potentes, actien de forma mas eficiente.
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offsets se puede mencionar, entre otros, la determinacion de intervalos de seguridad para la dis-
tancia d de offsetting; es decir, intervalos en los que, si d toma valores, la forma de la curva/super-
ficie inicial coincide (duplicada) con la de su offset. En relacion a procesos de blending, se pue-
de sefalar el disefio de estrategias para la eleccion adecuada de las curvas de union.

No obstante, quizas, merezca una mencién especial, en este breve resumen, la nueva evolucion
a la que se enfrenta el drea y que se ha dado en llamar “algoritmos aproximados o algoritmos hibri-
dos simbélico-numéricos”.

En muchas aplicaciones practicas resulta insuficiente la utilizacion de los métodos y algoritmos
derivados de un planteamiento teérico que asume la exactitud de los datos, ya que con frecuen-
cia la informacién de la que se dispone ha sufrido alguna perturbacion inicial. Aparece asi la nece-
sidad de desarrollar algoritmos aproximados.

‘FIGURA 38
Arriba: curva C

Abajo: curva C’

Para entender mejor la situacion, les propongo un ejemplo. Supdngase que, debido a la natura-
leza del problema aplicado se sabe que el resultado buscado se corresponde con una curva €
como la que aparece en la Figura 38 (arriba), es decir con un triple lazo®. No obstante, como
resultado de los procesos previos, o como consecuencia de mediciones, se recibe la curva (' que
aparece en la Figure 6 (abajo). La cuestion es como recuperar la curva C a partir de la curva C.
Dar una respuesta exacta a este problema resulta imposible pues en la practica los datos son

°En este caso, la importancia no reside en el hecho de tener
un triple lazo, sino en ser una curva parametrizable; pro-
piedad que se deduce de la primera afirmacion.
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insuficientes. Para abordar la cuestion, la estrategia consiste en deducir una curva C” préxima a
("y tenga el mismo aspecto que C aunque no sea exactamente C.

Evidentemente, este ejemplo de dificultad media se puede (y de hecho esa es la situacion real)
complicar tanto como se quiera. En términos generales, la descripcion del problema es como sigue.
Por la entidad del problema aplicado, o del experimento que se esta realizando, se sabe que cier-
to objeto matemético O (en el ejemplo anterior, 0 = () verifica cierta propiedad P (en el ejemplo
anterior, P es el triple lazo). Sin embargo, debido a errores del proceso, el dato de entrada no es
0, sino una pequefia perturbacion 0" de 0 (en el ejemplo anterior, 0" = (). La dificultad aparece
al observar que, en la mayoria de las situaciones, la propiedad P ya no se verifica en 0. Enton-
ces, el problema consiste en, dada una tolerancia de trabajo € > 0 (error permitido), determinar
un nuevo objeto 0” proximo a 0" que verifique la propiedad P. La nocién de proximidad depende
del problema concreto que se esté analizando. Sin embargo, en el caso de curvas y superficies
algebraicas la proximidad se introduce exigiendo que 0” se encuentre en la region offset de 0
(véase Seccion sobre procesos de offsetting), a distancia e, y viceversa.
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Abstract

The goal of Dynamical Systems, in a wide sense, is to study “everything which moves”, this is,
all the phenomena in which there is some magnitude which evolves in time.

In this note we review some historical facts, the concepts of phase and parameter spaces and
the multiple relations with other areas of sciences. Furthermore we emphasize that the milesto-
nes in the study of (any family of) Dynamical Systems are the objects which are invariant under
the action of the dynamics, how these objects are connected and how they evolve when parame-
ters change. The role of the computational aspects is shortly described. The note closes with a
perspective on the possibilities and the problems to be faced in the near future.

Introduccion

En un sentido amplio el objetivo de los Sistemas Dinamicos (S.D.) es estudiar “todo lo que se mue-
ve”, es decir, todos los fendmenos en los que hay alguna magnitud que evoluciona con el tiempo.

Contienen sistemas cuya evolucién viene regida por ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO),
ecuaciones en derivadas parciales (EDP), ecuaciones con retardo o memoria (EDR), sistemas dis-
cretos, etc. Asimismo puede considerarse el efecto de términos estocasticos. Sin embargo la
teoria de los S.D. contiene importantes diferencias de enfoque respecto a lo que clasicamente se
engloba en la teoria de ecuaciones diferenciales.

Poincaré fue el iniciador de los S.D. Dado que es “imposible” obtener férmulas explicitas para
las soluciones de esas ecuaciones, propuso dar la vuelta al problema y considerar no sélo algu-
nas soluciones sino la totalidad de las mismas. Pero intentando describir propiedades cualitati-
vas en lugar de cuantitativas. Inicialmente entroncaba con la Mecéanica Celeste y la Mecanica
Analitica, pero hoy en dia su metodologia influye en muchos mas dominios, como veremos.

Un objeto fundamental en todo S.D. es el “espacio de estados” o espacio de fases del sistema, E. En
un instante dado la posicién en este espacio caracteriza el estado del sistema. En ejemplos elemen-
tales ese espacio puede ser IR” o una variedad finito-dimensional. Pero en el el caso de EDP, EDR,
con componentes estocasticas y otros, £ es un espacio funcional, o un espacio de medidas, etc.

En la actualidad, y dada la importancia de las aplicaciones, se intenta de nuevo retomar los
aspectos cuantitativos en la teoria de los S.D. Mi punto de vista es que no se pueden disociar unos
de otros y la combinacién de ambos es muy fructifera.

Por otra parte un sistema puede depender de parametros, pertenecientes a un espacio P. Pueden
ser constantes fisicas, de control, etc. Cobmo varian las propiedades es importante, tanto para
entender cambios en la fenomenologia como para disefiar estrategias de control. En realidad es
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siempre conveniente considerar el espacio producto £ x P como el mas adecuado para compren-
der el sistema.

Veremos someramente la relacién con otras areas de la Matematica, algunos de los problemas y
métodos para resolverlos. Haremos también énfasis en aspectos computacionales y en perspecti-
vas de futuro.

En aras de la brevedad sélo se da una referencia bibliografica, que contiene una exposicién téc-
nica sobre varios aspectos de los S.D. y algunas referencias.

Relacion con otras areas

Pocas areas de conocimiento se relacionan con tantas otras como los S.D. Dentro de la Mateméa-
tica no existe practicamente ninguna area ajena. No sélo eso: ha dado lugar a areas que hoy en
dia se desarrollan independientemente.

De manera natural se relaciona con todos los temas de ecuaciones diferenciales y en general del
Analisis (teoria de funciones, una o varias variables complejas, analisis armdnico, analisis fun-
cional, teoria de la medida, problemas espectrales, problemas inversos, etc). Pero también con
las estructuras algebraicas (algebra multilineal, grupos de transformaciones, teoria de cuerpos,...)
y con la teoria de ndmeros.

Por otra parte los objetos de interés en S.D. son objetos geométricos en E x P, por lo que exis-
ten fuertes conexiones con la geometria diferencial, geometria algebraica y analitica y con mal-
tiples aspectos de la topologia. Es especialmente relevante la relacion con la teoria de singula-
ridades que se enriquece notablemente con los problemas de S.D. que consideran no sélo los aspec-
tos “estaticos” de las singularidades sino los “dinamicos”.

Aln en sistemas deterministas la descripcion de la dindmica debe hacerse en muchos casos median-
te existencia de medidas invariantes. Enlaza asi con las probabilidades. Especialmente intere-
sante es la teoria ergddica, a caballo entre ambas disciplinas. Conviene sefialar también el papel
de la estadistica en fases del proceso de modelizacién que da lugar a parte de las ecuaciones
estudiadas en S.D.

Mucha informacidn relevante en S.D. no se puede obtener de forma precisa con las actuales
herramientas teodricas. Ello obliga a usar métodos numéricos. Los S.D. constituyen un motor para
el Anélisis Numérico, no sélo en los aspectos que son ahora mas clasicos (resolucion de ecuacio-
nes diferenciales) sino también en aspectos novedosos como calculo efectivo de bifurcaciones,
de toros invariantes y de todo tipo de variedades invariantes. Esas técnicas deben combinarse
con métodos de calculo simbélico, y no hay que olvidar los temas de la teoria de la complejidad
y de la visualizacion grafica, que plantean problemas formidables en dimension elevada.
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En cuanto a las aplicaciones los S.D. surgen de manera natural como un nuevo enfoque de la
Mecanica clasica. Pero actualmente se aplican a todas las ramas de la Fisica, desde la cosmolo-
gia a la cuantica o desde los fluidos al mundo nanométrico. Y, por supuesto, eso repercute en
su aplicacion a la industria y a la descripcion del entorno: meteorologia, oceanografia, clima-
tologia, dispersion de contaminantes, etc. Més recientemente han entrado en aspectos de la ciné-
tica quimica y en el disefio de moléculas. Se empiezan a aplicar en Biologia, Medicina, Econo-
mia, si bien en esas areas muchos modelos son aln poco fiables. Pero en S.D. se dispone de
técnicas de analisis de sistemas que no precisan conocer el modelo mateméatico del fendmeno
estudiado y extraen informacion relevante directamente de las medidas experimentales, si éstas
son suficientemente abundantes.

Problemas y métodos

Un problema basico es calcular lo que puede llamarse “el esqueleto del S.D.”, es decir, los objetos
geométricos en £ que “guian” la dindmica. S6n objetos invariantes (0.1.) bajo la accion del siste-
ma. Puede ser que para verlos como invariantes se tengan que usar sistemas de referencia mévi-
les. Los 0.I. mas simples son los puntos fijos (o, en lenguaje de EDP, estados estacionarios). Ya
su calculo puede presentar enormes dificultades, como son el poder demostrar que se han calcu-
lado todos, problema que, en su version mas simple, enlaza con la geometria computacional.

Los siguientes 0.I. son las orbitas periddicas y su generalizacion, los toros invariantes, con 2 o
mas frecuencias independientes sobre (). Para un sistema dado el paso siguiente es estudiar la
estabilidad de los 0.I. Muy relevantes son los de tipo “hiperbélico” (quizas en algln sentido débil),
esto es, con direcciones en las que hay soluciones que se acercan al 0.1. y otras en las que se
alejan de él. EL conjunto de soluciones tendiendo al (alejandose del) 0.I. forma la llamada varie-
dad invariante estable, W* (inestable, ).

Las variedades invariantes de los distintos 0.I. pueden cortarse. Por supuesto, el corte sélo pue-
de ocurrir entre una W5y una W¥. Las soluciones en las que se cortan forman las llamadas cone-
xiones homoclinicas (si se cortan las I/ y W¥ de un mismo 0.1.) o heteroclinicas (si son de 0.I.
distintos). Esos fenémenos “clinicos” son los responsables, si los cortes son transversales, de la
existencia de dindmica impredictible, popularmente conocida como “caos”. El entramado de
conexiones actla como guia de lo que pueden hacer las soluciones del problema. Si dicho entra-
mado es complicado pueden aparecer objetos invariantes que no son variedades, como los lla-
mados atractores extrafios en sistemas disipativos.

Ademas de la estabilidad de un sistema concreto, interesa también estudiar la “robustez” del
sistema frente a cambios de los parametros o, en general, frente a pequefios cambios del S.D.
Ello da lugar a la estabilidad estructural y la teoria de bifurcaciones. La teoria de los S.D. permi-
te, en ciertos casos de naturaleza local, alrededor de un 0.I. simple, describir cuales son todos
los posibles cambios en la dinamica que pueden aparecer al perturbar un sistema dado. Apare-
cen asi los llamados “desplegamientos universales”.
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SISTEMAS DINAMICOS

Mientras que problemas de existencia de ciertas soluciones pueden abordarse por métodos topo-
l6gicos o geométricos que, sin embargo, dan poca informacién sobre las caracteristicas de las mis-
mas, los métodos analiticos son muy Gtiles en problemas perturbativos, cuando el sistema es
cercano a otro que sea mas simple y cuyas soluciones sean bien conocidas. Entre ambos enfo-
ques hay una amplisima “tierra de nadie” en la que es indispensable contar, también, con méto-
dos numéricos rigurosos.

El calculo de 0.I. presenta importantes retos incluso para los métodos numéricos mas refinados.

Aspectos Computacionales

No sdlo es posible usar métodos numéricos, simbolicos y su combinacién para estudiar casos
concretos sino también en el analisis de problemas tedricos. Pero veamos primero qué es posible
calcular. Un procesador actual puede hacer 10° operaciones basicas (+, -, *) por segundo. Con-
sideremos S.D. deterministas y, en el caso de sistemas continuos (EDO, EDP que al discretizar se
convierten en EDO en dimension elevada), la llamada aplicacion de Poincaré (por ejemplo, una
de las variables del S.D. vuelve a un valor prefijado conveniente). Asi todo S.D., discreto o con-
tinuo, puede estudiarse como discreto. Para fijar ideas vamos a llamar “imagen” al calculo de
una aplicacion de Poincaré. Son relevantes para obtener soluciones periddicas, toros invarian-
tes, variedades invariantes, conexiones, etc. Costes “tipicos” si el S.D. original es discreto, EDO
o EDP pueden ser 103, 10° y 10'2 operaciones basicas, respectivamente.

Por ello, para EDO en dimensiones pequefias (digamos, hasta 7 u 8, incluyendo parametros) es
posible hacer estudios razonablemente completos con una red de 100 procesadores, a un ritmo
cercano a 10 imagenes por dia. Eso se reduce de forma brutal en el caso de EDP. La evolucidn
temporal de una sola solucién hasta tener una idea de como se comporta puede requerir 1 dia com-
pleto en un tal cluster. Un estudio paramétrico, analisis de bifurcaciones, etc, puede requerir meses,
incluso con esos recursos.

Es bien sabido que uno de los puntos débiles del pais en matematicas es la escasez de publica-
ciones en métodos y analisis numérico. Ello es debido a dos razones. La primera es el poco énfa-
sis en ese area dentro de las licenciaturas, especialmente a nivel de computo efectivo. Ello no se
ve en modo alguno favorecido con las actuales directrices sobre ensefianza de la Matematica. La
segunda es que, ciertamente, hay diversos grupos de investigacion que son expertos en aspec-
tos computacionales. Pero para ellos esos aspectos son s6lo una herramienta. No van a publicar
en revistas especializadas en temas numéricos porque no son esos sus objetivos basicos.

Por otra parte NO es razonable suponer que, dotando de clusters a los grupos de investigacion
que deberian ser sus usuarios, se resuelve el problema. Es necesario, primero, formar a dichos
investigadores en la resolucion de pequefios problemas que son asequibles con los recursos dis-
ponibles en la actualidad. Mientras las simulaciones se hagan s6lo con paquetes comerciales no
se estara en condiciones de llegar a la frontera del conocimiento actual.
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Adn sélo de paso conviene mencionar el uso de los llamados “indicadores de la dindmica” (exponen-
tes de Lyapunov, entropia, analisis de frecuencias, velocidades de difusion, dimensiones de Hausdorff,
etc.) que permiten una idea rapida de algunas caracteristicas de los S.D. Y también el amplio cam-
po de las “computer assisted proofs” (CAP) en las que la combinacién de métodos topoldgicos, geo-
métricos y analiticos con resultados numéricos rigurosos (uso de multiprecision, analisis intervalar y
otros) permiten demostrar (en el sentido matematico) resultados “in the middle of nowhere”.

Perspectivas

El estado actual en S.D. es interesante y prometedor. Pero creo que hay que desarrollar herra-
mientas y métodos nuevos. Podemos esperar:

a) La aplicabilidad de los S.D. se incrementard, incluyendo biologia, medicina, etc. En esas areas
conviene hacer un enorme esfuerzo en conocimiento basico y modelizacion. Los aspectos cua-
litativos y cuantitativos se fusionaran.

b) Métodos tipicos de dimension baja (EDO) se extenderdn a EDP, EDR y ecuaciones con parte
estocastica. Por razones de dificultad obvias, esos dominios estan lejos del “state of the art”
en EDO.

c) Los resultados tedricos tenderan hacia métodos constructivos y eficientes. Se sistematizaran
las CAP a muchos dominios. Se reducira el “gap” entre el dominio de validez de un resultado
y el dominio en el que hay evidencia fisica o numérica de que es aln cierto.

f) Se hara un gran esfuerzo en la comprension de los regimenes transitorios. Recordemos que nues-
tro mundo esta permanentemente en estado transitorio. Segn las escalas de tiempo, la influen-
cia de cambios temporales en el modelo no se puede despreciar.

g) Enelaspecto tedrico la Matematica tiene herramientas con amplio dominio de aplicacién, pero
que dan informacion muy parcial, y otras que dan informacion precisa pero muy local. Es
deseable hallar nuevos campos matematicos que den informacién precisa y global.

h) Dado que muchos S.D. s6lo admiten una descripcion correcta usando medidas probabilisticas
y su evolucion, no parece que los ordenadores digitales sean la mejor opcion. Quizas los
basados en la cuantica sean la solucién. Pero no hay que esperarla en un futuro inmediato.

Bibliografia

[1] Sim6, C.; Dynamical systems, numerical experiments and super-computing. Memories de la Reial Académia de
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Abstract

Harmonic Analysis was born in the nineteenth century as a tool to treat some Partial Differential
Equations, which are models for natural, social and economical phenomena. The basic idea is the
representation of a function in terms of some elementary building blocks. That may be useful to
understand the action of operators (transformations) on functions. Some canonical operators
studied with these methods are singular integrals (which originally appeared in connection with
elliptic equations) and oscillatory integrals (fundamental to understand wave propagation).

Among the applications of Harmonic Analysis we may highlight two:

a) Some inverse problems that are models for medical non invasive scan methods, such as ultra-
sound tomography and the X-ray.

b) Image processing and compression using wavelets, cosine basis and other recently develo-
ped Analysis tools.

Introduccion

En 1807 Fourier present6 una memoria en el Instituto de Francia, en la que afirmaba que toda fun-
cion periédica (de periodo 1) se puede representar como una serie (suma de infinitos términos)
de senos y cosenos.

(20) f&x) =ao+ i [a,cos (272nx) + b, sen(27tnx) | = . ¢, €™

Este trabajo estaba motivado por el estudio de la difusion del calor, que, como muchos otros
fendmenos naturales (y econémicos o sociales) se modeliza con una ecuacion diferencial. EL
Analisis Armoénico (también llamado Anélisis de Fourier) ha sido desde entonces una herramien-
ta bésica para el estudio de estas ecuaciones.

Las funciones se pueden utilizar para representar multitud de fenémenos: una funcién f(t) del
parametro tiempo, puede representar la presion del aire en el timpano (que nuestro sistema ner-
vioso transformara en un sonido). Una imagen plana, en blanco y negro se representa con una fun-
cion f(x, y) que nos dice el nivel de gris en cada punto; una imagen en color es la superposicién
de tres funciones que representan los niveles de rojo, verde y azul (los tres canales de color). La
temperatura en una barra de hierro es una funcién F(x, t) del tiempo y de la posicion.

La serie (20) recibe el nombre de Serie de Fourier de la funcién f. Toda funcién de cuadrado
integrable se representa de esta forma y ademas la representacion es Unica, es decir, la funcion
determina los coeficientes {a , b } de forma univoca. Para funciones no periddicas existe una
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ANALISIS ARMONICO: PERSPECTIVAS Y APLICACIONES

expresion analoga, en la que la suma se sustituye por una integral y la sucesion de coeficientes
por otra funcién f (w) ala que se conoce como Transformada de Fourier de f. La relacion entre
una funcidén y su transformada de Fourier es integral:

(21)

f(o) =fe'2m""‘°f(x)dx, f(x) =fe2“fx"° fwdw.

Existen versiones de las series de Fourier y la Transformada de Fourier para funciones que depen-
den de mas de una variable. Una expresién como (20) nos permite sustituir una funcién por una
sucesion de coeficientes {a , b } a partir de los cuales podemos reconstruirla. Esto es una forma
de digitalizar la funcion. La sucesion de senos y cosenos que aparece en (20) se puede sustituir
por otra “base” adecuada al problema que estemos tratando y a la familia de funciones con que
trabajemos. Un problema fundamental es entender en qué sentido y para qué tipo de funciones,
se tiene la igualdad (20), o la analoga para la base con que trabajemos. Dicho de otro modo, si
almacenamos sélo un namero finito (suficientemente grande) de los coeficientes y con ellos “cons-
truimos” una funcion, esperamos que ésta sea una buena aproximacion de la funcion de partida.
Querriamos ademas saber cuan buena es esta aproximacion (y esto dependera del nimero de
coeficientes almacenados y del tipo de funcién).

En la siguiente seccion hablaremos del tipo de problemas que se abordan en Analisis de Fourier.
Para no extendernos demasiado nos restringiremos al caso euclideo, dejando de lado un amplio
campo que es el Analisis de Fourier en grupos. En las secciones 3 y 4 hablaremos de algunas
aplicaciones practicas.

Operadores [5]

En general, el Analisis de Fourier no se ocupa de estudiar ejemplos concretos de funciones, sino
de familias de funciones genéricas que cumplen ciertas propiedades de regularidad o de tamafo.
El tamafio y la regularidad se pueden medir de varias formas distintas que se denominan normas.
Por ejemplo nos puede interesar el valor méaximo de la funcion (por ejemplo, la intensidad maxi-
ma en una imagen) o su tamafio medio, o su tamafio cuadratico medio. Respecto a la regulari-
dad, podemos trabajar con funciones mas o menos suaves (diferenciables, Lipschitz, Hélder con-
tinuas, ...). Todo esto se puede expresar con una norma adecuada. En lo que sigue denotaremos
||£]] una de estas normas medida en la funcion f.

EL Analisis de Fourier estudia operadores que actdan sobre las funciones. Un operador es una trans-
formacion que se aplica a las funciones, como por ejemplo cambiar el contraste en una (fun-
cion) imagen. Para estudiar el efecto de un operador sobre la funcién f, podemos ver como
actla sobre cada funcion elemental cos(2mtnx), sen(2mtnx), y (si es lineal) superponer esos efec-
tos. En particular, si estudiamos fendmenos oscilatorios, su efecto sobre esas funciones elemen-
tales es en muchos casos sencillo. Un ejemplo tipico son los operadores que consisten en multi-
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plicar cada coeficiente a_ por una cantidad m(n); a éstos se les llama operadores multiplicadores
de Fourier o filtros de frecuencia. Todos los operadores “invariantes por traslaciones” (en el
tiempo, en el espacio,. . . ) responden a este modelo. Un operador multiplicador de Fourier, a pesar
de su sencillez, puede distorsionar de forma radical la norma de las funciones de una familia.
Diremos que un operador T es acotado si existe una desigualdad de la forma

A1 = CHIAANL

que nos permite controlar el tamafio de la funcion que resulta al aplicar el operador T a una fun-
cion f, en términos de la norma de f y una constante universal ¢ (la misma para todas las fun-
ciones f). Un problema tipico en Analisis de Fourier es estudiar si un determinado multiplicador
de Fourier es acotado con una norma que nos interese. El problema de estudiar la convergencia
de la serie (20) se traduce en el problema de acotacién del operador de suma parcial, o, si nos
interesa la convergencia puntual, del llamado operador de Carleson. Este Gltimo es un problema
extremadamente dificil, que de hecho esta sin resolver en el caso multidimensional. En esta sec-
cion presentaremos algunos de los operadores mas estudiados en Analisis Arménico.

Los operadores multiplicadores se engloban dentro de una familia mas general de operadores
que se describen a través de una integral

TG = [ KGy)f )y

donde la funcién K recibe el nombre del ndcleo y es una funcién con singularidades de tamafio
(es decir puede tomar valor infinito) en el conjunto {(x, y) € R" x R" : x = y}. Este tipo de opera-
dor recibe el nombre de integral singular. A. Calderén y A. Zygmund trabajaron con estos opera-
dores en los afios 50, para estudiar la regularidad de las soluciones de la ecuacion de Laplace, que
es la version estacionaria de la ecuacion del calor y también es importante en la modelizacién de
problemas de electrostatica clasica, como por ejemplo, la descripcion del potencial generado por
una distribucién de cargas. Encontraron condiciones bastante generales sobre el tamafio del
nlcleo y su gradiente, bajo las que los operadores estan acotados con ciertas normas naturales.
En esta teoria una pieza fundamental es el operador maximal de Hardy-Littlewood, que se define
como un supremo de los promedios de una funcién sobre bolas:

Mf(x)—s plB()lff(y

Hay una familia de operadores, llamados de tipo Kakeya (o Nikodym, segln la nomenclatura de
otros autores) que se definen de manera analoga al de Hardy-Littlewood, pero sustituyendo
bolas por rectangulos o tubos en direcciones predeterminadas o con una excentricidad fija (la
excentricidad es la razon entre el radio de la seccién del tubo y su longitud). Estan asociados a
las integrales oscilatorias, que definiremos mas adelante y a algunos problemas inversos, de los
que hablaremos en la siguiente seccion.
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En los afos posteriores al trabajo de Calderén y Zygmund, se estudiaron integrales singulares mas
generales, en los que el espacio R" se sustituye por otros no isotropicos, es decir su estructura y
propiedades varian dependiendo de la posicion (imaginemos cualquier medio natural realista). Se
demostraron resultados analogos a los de Calderén y Zygmund para los llamados espacios homo-
géneos, en los que las condiciones no varian excesivamente si nos movemos de una region a otra
cercana. Estos resultados son fundamentales a la hora de trabajar con ecuaciones diferenciales elip-
ticas fuertemente no lineales, como la ecuacion de Monge-Ampére. Uno de los momentos crucia-
les del Analisis de Fourier de finales de los 90 fue la generalizacion de esos resultados a espacios
no homogéneos. Aln se trabaja en el desarrollo completo de este tema. Este problema esta inti-
mamente ligado a otras areas como la Teoria Geométrica de la Medida o la Teoria del Potencial.

Si consideramos ecuaciones como las de ondas o de Schrodinger, relacionadas con fenémenos ondu-
latorios, aparecen otro tipo de operadores, las integrales oscilatorias. En una primera aproxima-
cion podemos considerar ecuaciones lineales y en ese caso, la solucion de los problemas tiene
una representacion sencilla utilizando la Transformada de Fourier. Por ejemplo, si consideramos
la ecuacion libre de Schrédinger i6u + Au = 0, su solucion tiene la forma

22
(22) u(x,t) =fexp [i(27tx- £-41°t|8 |2)] G (&) de

donde u, es el dato del problema a tiempo inicial t = 0. Aqui aparece un operador de tipo
integral

TFG) = [ IF(E) de

La ecuacion de ondas esta asociada a otra integral oscilatoria. A diferencia de las integrales sin-
gulares descritas arriba, en este caso la dificultad para estudiar el operador no es el tamafio del
nicleo, sino el hecho de que puede oscilar de forma poco controlada. Las acotaciones para inte-
grales oscilatorias permiten estudiar la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales no
lineales, su tamafio y reqularidad y si hay explosiones en esas soluciones, es decir, si pueden tomar
valor infinito en algln punto, instante de tiempo, o en alguna norma.

Las integrales oscilatorias estan asociadas a los operadores maximales de tipo Kakeya. Si en la
expresion (22) “cortamos” la transformada de Fourier (i, de forma suave, para restringirla a una
pequefia bola (dicho de otro modo, nos quedamos solo con frecuencias en una regién acotada)
el efecto sobre la solucion u(x, t) es que la sustituimos por promedios sobre un cilindro en
espacio-tiempo. 0 si consideramos un dato inicial con transformada de Fourier suave localizada
en una pequefa bola, su solucion, vista en espacio-tiempo, esta localizada en un tubo cuya excen-
tricidad depende del tamafio de la bola y su direccion depende de las frecuencias del dato ini-
cial; esto es lo que se conoce como un paquete de ondas. Entender la interaccion de los paque-
tes de ondas (y por tanto la solucion general de las ecuaciones diferenciales asociadas) pasa por
el estudio de las propiedades de acotacion de los operadores de Kakeya.
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Problemas inversos [4]

La Transformada de Fourier no es sblo un artefacto matematico, sino que aparece en la naturale-
za: en Optica, si estudiamos la difraccion producida por una pequefia abertura, aparece (en una
primera aproximacion) la transformada de Fourier de una funcién asociada a esa abertura; si se
observa la difraccion de rayos X por un cristal, lo que vemos es la transformada de Fourier de la
densidad electrénica del cristal.

En lineas generales, la teoria de scattering (difraccién) se preocupa del efecto de un medio
no homogéneo sobre una onda incidente. El problema directo de scattering consiste en deter-
minar la onda resultante a partir de la onda incidente. El problema inverso consiste en deter-
minar la naturaleza de las singularidades del medio a partir del conocimiento de ciertas medi-
ciones asintoticas de las ondas resultantes. De este modo es como obtenemos gran parte de
la informacién sobre el mundo que nos rodea. Un ejemplo de la vida real es la vision huma-
na, que reconstruye el mundo que nos rodea a partir de medidas de ondas de luz que alcan-
zan nuestras retinas; los murciélagos hacen lo mismo con ondas sonoras; muchos de los
métodos modernos de exploracion médica no invasivos se basan en scattering inverso de ondas
de ultrasonidos y electromagnéticas; algunos sistemas de prospeccion petrolifera utilizan ondas
sismicas.

En el caso de tomografia de ultrasonidos el modelo matematico es el siguiente: la solucion del
problema directo (tras una transformacion de Fourier para eliminar la dependencia del tiempo)
correspondiente a una onda incidente plana, u,(x, t) = e***) (k R, 6 € S™?, es un vector
de mddulo 1 que indica la direccién de propagacion), satisface una ecuacion

(23) Au+Kn(x)u=0

y debe tener la forma u(x) = e*?* + u (x), donde u_ cumple una cierta condicion (condicion de
radiacion de Sommerfeld) que garantiza que representa una onda saliente. En esta ecuacion,
n(x) es el indice de refraccion del medio. Para simplificar, supongamos que el medio ocupa una
region acotada del espacio (y fuera de esa region el indice de refraccién es 1). Se prueba que
asintoticamente (es decir, cuando x — ®),  (x) = _¢_e*Ixlg (k,L, e), donde la funcion A se
conoce como amplitud de scattering. Ademas, X X

2 Al 0) =K [ ik y) (0 - DI+l
X

El problema inverso consiste en obtener informacién sobre el indice de refraccion, n(x), a
partir de mediciones de la amplitud de scattering. Este es un problema altamente no lineal;
una forma de dar soluciones aproximadas es considerar el problema lineal que se obtiene eli-
minando “términos de orden superior”, es decir, suponemos que u, es muy pequefia y que en
una primera aproximacion, podemos ignorar su efecto en (24) . Esta es la llamada aproxima-
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cion de Born. Se obtiene un “valor aproximado”, n, de n(x) a partir de de la amplitud de
scattering:

Ak X0) =-k¥(rig- 1) (k(==-0)).
[x| | x|

Esta formula involucra mediciones de la amplitud de scattering en todas las direcciones y con todas
las posibles ondas incidentes. Este es un problema sobredeterminado y tanto en teoria como en
la practica se trabaja con menos datos: en el problema de angulo fijo, se considera la direccion
de la onda incidente 6, fija; en el “backscattering” sélo se utilizan los datos de scattering en la
direccion opuesta a la de las ondas incidentes, A(k,—6, 6). Un problema matematico subyacente
en cada caso es determinar hasta qué punto ese supuesto “valor aproximado” de n(x) realmente
lo es, es decir, si la diferencia ny(x) — n(x) es pequefia (en alguna norma adecuada). Para esta-
blecer ese tipo de resultados es necesario probar que el operador que define la diferencia ny(x)
- n(x) es un operador acotado. Este es un problema abierto, ya que ese operador no se ajusta a
ningn modelo clasico; se conocen algunos resultados para modelos mas sencillos, como

Au + K2u = V(x)u.

Obsérvese que en la ecuacion (23), V(x) = k?(1-n(x)) depende del ndmero de onda, &, lo que
hace el problema mucho mas complejo.

Otra clase de operador muy importante en las aplicaciones es el grupo de las transformaciones
de tipo Radon. El ejemplo basico es el siguiente: dada una funcién f definida en R? 0 R3 calcu-
lamos sus integrales sobre sobre todas las posibles rectas, 7 (transformada de Rayos X),

Xf(m)= /. f.

Este tipo de transformacion modeliza, por ejemplo, las exploraciones médicas CT con rayos X (trans-
mission computer tomography). f es el coeficiente de atenuacion del objeto observado. Lo que el
aparato nos ofrece es una coleccion de valores, Xf () de esas integrales. A partir de ellas queremos
reconstruir la funcion f de partida, es decir, hay que invertir la transformada de Radén (con un méto-
do que sea computacionalmente viable). La inversa de la transformada de Radon, X2, involucra una
de las integrales singulares de Calderon-Zygmund, la llamada transformada de Hilbert.

Posiblemente, en este tipo de problemas seria mas razonable sustituir la integral sobre rectas
por una integral sobre tubos sélidos (resultado de engrosar esas rectas). Por tanto, los operado-
res de tipo Kakeya tendrian algo que decir en este problema.

En todos los problemas inversos es importante también estudiar la estabilidad, es decir, si peque-
fios errores en las mediciones inducen pequefios errores en las reconstrucciones. Esto se traduce
en que queremos probar que el operador que asocia los errores en las medidas con los errores en
las reconstrucciones es un operador acotado.
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Wavelets [3], [2]

En muchas aplicaciones, por ejemplo en la codificacion y compresion de imagenes, la transfor-
mada de Fourier resulta inadecuada, porque tiene una pobre localizacién tiempo-frecuencia. Por
dar un ejemplo extremo, vemos en la expresion (21) que para calcular la transformada de Fourier
necesitamos conocer toda la funcion; si pensamos en almacenar la informacién contenida en
una pieza musical, esto nos esta diciendo que necesitamos oir toda la pieza antes de comenzar
a hacerlo. La transformada de Fourier no es adecuada para captar aspectos locales de la sefial,
como cambios slbitos, saltos, autosimilaridades locales. Notemos que estos detalles contienen
gran parte de la informacion en una sefial; pensemos en los contornos en una imagen, que nos
hacen distinguir unos objetos de otros y son cambios bruscos de intensidad de luz.

En los afios 50 Gabor y su escuela intentaron resolver este problema, introduciendo modificacio-
nes de la transformada de Fourier, con las llamadas transformadas de Fourier con ventanas.
Encontraron (es el teorema de Balian-Low) un obstaculo: no era posible discretizar una sefial de
esa manera de modo no redundante y con buena localizacion a la vez en tiempo y frecuencia. En
los afios 70, con los trabajos de Morlet y Grossman, comenzaron a utilizarse en analisis de sefia-
les las llamadas “wavelets” (“ondelettes” en francés, “ondiculas” en castellano). La idea funda-
mental es procesar las funciones a todas las escalas (en el analisis con ventanas, la escala era
(nica, el tamafio de la ventana). En lugar de la serie de senos y cosenos de la expresion (20) se
utiliza una familia de funciones {y,, = 272y (2x - k)} (una base de wavelets) dependiente de
dos parametros. La funcién f se representa como

(25) flx) = z; <> b K
donde
(26)

<f,1!fj,k >= /f(y)llfj,k (V) dy

Meyer construy6 la primera wavelet suave con buena localizacién en tiempo y frecuencia, mos-
trando que no hay analogo al teorema de Balian-Low en este contexto. Mallat y Meyer, en los
80, dieron estructura a este campo con la definicion del Analisis Multirresolucion. Daubechies
construyd la primera wavelet suave con soporte acotado. En problemas bidimensionales (como
es una imagen), se construyen bases de wavelets a partir de productos tensoriales de wavelets
unidimensionales. En la actualidad se trabaja también con las bases biortogonales de wavelets,
en las que la wavelet que se utiliza para codificar la funcién (26) es distinta a la que se utiliza
para reconstruirla (25). Otros autores estan explorando otros tipos de bases, como las “curve-
lets” de Donoho o las “contourlets” de Minh Do [2].

Las wavelets tienen en la actualidad mdltiples aplicaciones debido a dos propiedades: los coefi-
cientes tienen un significado local (y estan jerarquizados por escalas) y ademas se puede apro-
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ximar eficientemente clases amplias de sefales utilizando pocos coeficientes significativos (si
se elige una wavelet adecuada al problema entre la biblioteca de wavelets disponible). Esto es
lo que se hace cuando se “comprime” una imagen en jpeg2000; a grandes rasgos, lo que se hace
es eliminar todos los coeficientes correspondientes a frecuencias altas (detalles). En otras ver-
siones de jpeg se utilizan bases de cosenos discretas en lugar de wavelets. También se utilizan
las wavelets para eliminar ruidos. En este caso, suponiendo que se trata de ruido blanco, se
establece un umbral (que depende de los datos del problema concreto) y se eliminan los coefi-
cientes menores que éL (en otras versiones, se resta a todos los coeficientes una cantidad). Las
wavelets son utilizadas por el FBI en su sistema de almacenamiento de huellas digitales WSQ (wave-
let transform/scalar quantization image coding).
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Abstract

Mathematics has been playing a key role in the search of new forms of access to information for
the general public. We illustrate this fact with two examples: the development of GPS (Global Posi-
tioning System); and with Google, as a searching tool in Internet.

A GPS, which requieres interaction with a number satellites in orbit, is now available for cars
and bicycles.

As for the role of Google: it is clear that the vast amount of data available in Internet can only
be of practical use with a clever form of search and selection of this information. When we
search in Internet using Google the outcome is a long but ordered list of sites; and normally we
obtain a significant answer to our requirement among the first sites in the list.

The objective of these notes is to indicate the role of mathematics within the development of
these two areas. Both areas are subjects in progress, and hence of motivation of current mathe-
matical research.

A good part of this presentation is based on the articles in the list of references, which we strongly
suggest for further reading on these topics.

Introduccion

Entre los aportes que la ciencia y la tecnologia han proporcionado a la sociedad, en los Gltimos
afios, destaca las posibilidades que han dado al individuo para obtener y disponer de informa-
cion, que antes le estaba vedada o le era de dificil acceso.

El papel de las matematicas ha sido determinante en este proceso de socializacion de la infor-
macion. En efecto, este desarrollo se ha plasmado gracias a las respuestas que las matematicas
han dado a problemas planteados por la transmision y por la acumulacién de la informacion.

Aqui ilustraremos este hecho a través de dos ejemplos. Discutiremos por un lado el desarrollo
del los sistemas GPS , relacionado a informacion via satélite, y que en la actualidad es un instru-
mento asequible para cualquiera. Por otro lado discutiremos su papel en la seleccion de informa-
cion disponible en Internet. Concretamente sobre los “buscadores”, como es el ejemplo de Goo-
gle, verdadero logro de ingenieria matematica.

Aprovechamos para indicar algunos retos que conlleva, para las matematicas, el desarrollo futu-
ro de estas técnicas; y que son de interés para los investigadores de la Comunidad de Madrid.

1) El buscador Google se ha disefiado para ordenar informacion disponible en Internet. Hay
cientos de millones de paginas web, y es claro que la cantidad ingente de informacion disponi-
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ble haria imposible su utilidad sin un criterio de seleccion apropiado. Si se hace una consulta con-
creta la base de datos puede contener miles de paginas con informacion. El objetivo del busca-
dor es ordenar las paginas seleccionadas, de tal modo que entre las diez o veinte primeras haya
informacion que sea (til y relevante para quien realiza la consulta.

El buscador va a ordenar las paginas web siguiendo algn criterio. Frente a una consulta concre-
ta hara la bdsqueda en una impresionante base de datos, y hara uso de esta ordenacion de pagi-
nas al presentar la informacion recabada.

No vamos a discutir aqui sobre el problema que conlleva la blsqueda en una base de datos tan
grande, aunque también en ello intervienen las matematicas. Nos centraremos en el problema de
ordenacion de paginas.

Partimos de informacion sobre la red, en cuanto a sitios, contenidos, enlaces entre paginas, etc.
Con estos datos el buscador hara su ordenacion. Naturalmente esta se actualiza cada tantas
semanas dada la constante aparicion de nuevos sitios en la red.

En un primer paso para la modelizacian del problema vamos a etiquetar cada pagina, digamos P,,
P,, ..., Py, yvamos a considerar los enlaces entre ellas. De este modo podemos interpretar al
modelo como un grafe dirigido: el conjunto de puntos P, P,, ..., P,y una flecha de P, en P. si
hay un enlace de la primera en la segunda. Podemos codificar este grafo dirigido con una matriz M
de dimension N x N, y con entrada m;;, que definimos como 1 si hay enlace desde la pagina P] ala

P;.y m,;igual a cero en caso contrario.

De este modo obtenemos una matriz con ceros y unos. Notese que los unos que aparecen en la
fila 7 corresponden a los enlaces a la pagina P; y que los unos que aparecen en la columna j se
corresponden con los enlaces desde la pagina P..

Recordemos que nuestro objetivo es establecer un orden de importancia de las P,. Ahora
bien, la suma de las entradas de M en la fila 7, es el namero total de paginas Pj que enlazan
con P.

1

En una primera aproximacion al problema, ordenemos las P, por la suma de las entradas en la fila
i (por el namero total de los Pj que enlazan con P). Un simple analisis nos va a indicar, sin
embargo, que este criterio de ordenacién no es el mas adecuado. Fijemos, para ejemplificar, dos
paginas P, y P,. Supongamos ahora que hay exactamente tres paginas, digamos P, , P, , y P,
que enlazan con P;; y que hay exactamente cuatro, digamos PyrPys Py, y Py, que enlazan con
P,. Si solamente tomamos en cuenta el nimero de enlaces, entonces P, tiene “importancia” tres,
y P, “importancia” cuatro.

Sin embargo, con este criterio no tenemos en cuenta las “importancias” que hemos asignados a
las P, , P, , y P, ni las asignadas a Pﬂ s PPy y Pj4 . Supongamos, por ejemplo, que cada

j2’ ]
una de las P, , P, , y P tiene, con este criterio, importancia 100; y que cada unos de las Py
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Py, Py .y Py tiene importancia 2. Es claro que un criterio razonable debe asignar mayor impor-

tanciaa P, que a P,.

Haremos una segunda aproximacion al problema de asignacion de importancias de un modo
diferente. Digamos que a cada P, le queremos asignar un ndmero real positivo x, (valor de “impor-
tancia”), y busquemos una asignacion en la que el valor x; tenga en cuenta la suma de las impor-
tancias de las paginas que enlazan con P.

Veamos si podemos hacerlo de tal modo que x; sea proporcional a la suma de las importancias de
las paginas que enlazan con P.. Siguiendo nuestro ejemplo anterior, nos estamos preguntando si

podemos encontrar reales positivos x,, de tal modo que

X, = K(x;, + X, + X;3)

X2=K(ij +ij+xj3+xj4)
Para cierta constante K real y positiva.
Sea F, = (m, ,m,, ...,m ) laprimera fila de la matrizM, y F,= (m, ,m,, ... ,m,, ) la
segunda fila. En el caso de nuestro ejemplo las entradas m,, son nulas salvo para los caso
k=1, 1, i;ylasm,, son nulas salvo para los caso k =j,, j, j, yJj,- Observemos que entonces

la primera fila del producto M, es x;, + x,, + x;; y la segunda Xip + Xjp + X + X0

En el caso general, nos estamos preguntando si dada nuestra matriz M, podemos encontrar valo-

res reales positivos K, y x, x,, . . ., x, tales que
Mx = Kx,
donde x denota el vector columna con coordenadas x,, X,, . . ., X,.

Desde un punto de vista matematico nos estamos preguntando por un autovalor positivo de la
matriz, y por un autovector x positivo (con todas sus entradas positivas). En efecto, este dltimo
daria lugar a “valores de importancia” para cada P, i=1, 2, . . .N.

La discusion anterior ilustra como un autovector positivo de M proporcionara valores de impor-
tancia de las paginas segin nuestro modelo. Pero hallar un autovector positivo de M, y tenien-
do en cuenta que N es un nimero del orden de miles de millones, no es viable desde un punto
de vista computacional.

Antes de presentar la version definitiva del modelo usado por Google para valorar la importancia
de las paginas, empecemos por indicar como hallar un autovector positivo, de manera computa-
cionalmente efectiva, al menos para una clase muy particular de matrices cuadradas.
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Nos vamos a centrar en las llamadas matrices de transicion.

Se dice que una matriz T, de N x N, es de transicion, cuando todas las entradas son reales no
negativos y tiene la propiedad adicional de que la suma de las entradas de cada columna es 1.

Si T es de transicion, también lo son sus potencias: 2, T, . . . . Estas matrices han sido bien
estudiadas debido a sus aplicaciones al estudio de procesos probabilisticos, en las llamadas cade-
nas de Markov.

Se dice que una matriz de transicion T es regular, si para algdn entero positivo k, todas las
entradas de la matriz 7% son estrictamente positivos.

Sea x un vector columna con N entradas reales no negativas, y con la propiedad adicional de que
estas entradas sumen 1.

No es dificil comprobar que si x tiene esa propiedad, y si T es de transicion, también los vecto-
res T(x),T2(x), T3(x), etc. tienen esta propiedad.

En el caso particular en que T es regular se demuestra que existe un vector columna ¢, con entra-
das estrictamente positivas que suman 1, y tal que:

1. Los vectores T(x),T?(x), T*(x) . . . convergen (jrapidamente!) al vector c.
2.Tc=c.

Més adn, la convergencia al vector ¢, indicada en (1), es independiente del vector x que elija-
mos en las condiciones anteriores.

Notemos que (2) indica que c es un autovector de la matriz 7, con entradas estrictamente posi-
tivas, correspondiente al autovalor 1.

Como veremos, éste es el camino que va a seguir Google para hallar un vector de “importancias”
de las paginas P,, P,, - -+, P,. Se le asocia a la matriz M una matriz de transicion, digamos M’, de
manera natural como sigue: Si N; denota la suma de las entradas en la columna j de M, definimos

Con esto garantizamos que la suma de las entradas de cada columna es 1, y por tanto M" es una
matriz de transicion.

A continuacion realizaremos la aproximacion definitiva al vector de importancias, que sera con-
cretamente un autovector positivo de M.
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Para comparar, supongamos que P, es citada solo en la P,, entonces el vector de importancias
que se obtenia de la matriz M da lugar a una relacion:

X, = Kx,,
sin tener en cuenta el nimero de paginas que son citadas desde P,. Mientras que el autovector
(vector de importancias) que resulta de M’ da lugar a una relacion:

1 1
}/7=Ky3'N_3

donde N, denota el namero total de paginas citadas desde P,. Este Gltimo parece un criterio mas
adecuado de valoracion, y es el criterio de valoracion que utiliza Google.

Por otro lado, desde el punto de vista estocastico la matriz M es muy natural: la entrada m’ilj
denota la probabilidad de que un visitante de la pagina Pj enlace con la P,.. De esta forma la
parte de la importancia de P, debida a la pagina P, queda multiplicada por la probabilidad de
pasar de P.aPp.

Si bien M’ es de transicion, no se puede garantizar que sea regular. Pero las matrices de transi-
cion regulares son suficientemente generales entre las matrices de transicion; en el sentido que
una pequefa deformacion de M’ sera regular. Google deforma la matriz M" como sigue: se fija un
vector Q= (r, r, ..., r,), de nimeros reales positivos que suman 1; y se define H, la matriz de
N x N con sus N columnas iguales a Q. Finalmente se define

M”=cM" + (1 -c)H,
donde c un parametro entre cero y uno. Notese que M” es de transicion, y la afirmacion es que
también es regular.

El autovector positivo de M” correspondiente al autovalor 1, sera el vector de importancia bus-
cado, con el que ordenara Google a las paginas en red.

Notese que este orden que establece Google depende de la eleccion tanto del vector Q como de
la constante c. El candidato mas natural para elegir como vector Q seria aquel conr,=r,= ---
=r,=1/N . Sin embargo se utilizan otros vectores a efectos de trastocar el orden de las paginas,
iy a efectos de censurar algunas!

Este sistema de ordenacion de paginas web (“PageRank”) conlleva el calculo con matrices cua-
dradas de orden extremadamente grande. Un problema de investigacion vigente consiste en
mejorar los métodos conocidos.
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Como hemos indicado anteriormente, la matriz queda determinada por las paginas web junto
con la estructura de grafo dirigido. Estructura que queda definida por las referencias de una
pagina en otra.

EL conocimiento de esta estructura de grafo (Bow-tie Theory) permite expresar la matriz en for-
ma “triangular superior en bloques”, con ciertas matrices cuadradas en la diagonal. De este
modo el tratamiento con la matriz original se hace viable, por reduccién al tratamiento de los
bloques diagonales ([2], [3], [4])-

2) ELGPS (Global Positioning System) es, hoy en dia, un sistema muy divulgado, tanto para coches,
barcos, como también para bicicletas e incluso caminantes.

Para fijar ideas, consideremos el caso de un barco, con un receptor GPS, y con localizacion des-
conocida. A través de este receptor, y con la informacién que éste reciba de cuatro satélites, se
obtendra la localizacion del barco de un modo muy preciso.

La modelizacién mateméatica es muy elemental, pero no por ello menos significativa.

Para entender el modelo matematico imaginemos el espacio con coordenadas xyz, con centro en
el eje de la tierra, y con eje z atravesando los polos. La posicion desconocida de nuestro barco
se podra asi expresar en coordenadas (x, y, z), que después se traduciran en paralelos y meridia-
nos. Agregaremos una nueva variable £, que medira el tiempo, y que, como veremos luego, juega
un papel fundamental para nuestro propdsito.

Cada satélite conocera su posicion en el espacio (su coordenada (x, y, z)), y un reloj le provee la
hora (su coordenada t del tiempo).

Para simplificar, podemos marcar los tres ejes con una unidad igual al radio de la tierra. Por tan-
to, cualquier objeto en la superficie de la tierra tiene coordenadas (x, y, z) que verifican la ecua-
cion x2 + y? + 22 = 1. Veremos ahora cémo nuestro proceso matematico nos permitira obtener, no
solamente la ubicacién de nuestro barco en un instante dado, sino también la hora en dicho ins-
tante. Y todo esto a partir de los datos que recibe de los cuatro satélites.

Un dato fundamental para el sistema GPS es conocer las distancias del barco a cada satélite.
Esto se hara teniendo en cuenta el tiempo que demora en llegar la sefial de radio (velocidad de
la luz). Esta velocidad es del orden de 0,047, en términos de unidades de radio de la tierra por
milisegundos. En lo que sigue la unidad de tiempo sera un milisegundo.

Digamos, para ejemplificar (ver [7]), que de cada unos de los satélites S, S,, S,, v S, el barco
han recibido de manera simulténea los siguientes datos:



‘TABLA

SATELITE POSICION TIEMPO
S, (1,2,0) 19,9
S, (2,0, 2) 2,4
S, (1,1,1) 32,6
S, (2,1, 0) 19,9

Y el objetivo es hallar la posicién (x, y, z) de nuestra nave , y el tiempo t en el momento de reci-
bir esos datos.

Usando los datos del primer satélite S,, podremos hallar su distancia al barco. En efecto, la
sefial fue enviada a la hora 19,9 y llega a la hora (desconocida) t; y dado que viaja a velocidad
0,047, resulta que la distancia es:

d = 0,047(t - 19,9)

Observemos que esta misma distancia se puede expresar en términos de (x, y, z) y de la posicidn
de S;:

d=/(x-1Y+(y-2Y+(z-07F
De donde resulta que:
(27) (x - 1)%+ (v - 2)2 + 22 = (0,047)2(t - 19,9)?

Finalmente, desarrollando cuadrados, obtenemos siempre a partir de los datos recibidos de saté-
lite S,, la igualdad:

2x + 4y - 2(0,047)%(19,9)t = 12 + 2% - (0,047)%(19,9)% + x? + y? + 722 - (0,047)%t?

Obtenemos, de manera analoga, igualdades a partir de los datos de los otros satélites. Escribi-
mos las cuatro ecuaciones como sigue:

2x + 4y - 2(0,047)2(19,9)t = 1% + 2% - (0,047)%(19,9)2 + x2 + y? + 2% - (0,047)%t?
4x + Oy + 4z - ~2(0,047)2(2,4)t = 22 + 02 + 22 = (0,047)(2,4), + X? + y? + 22 — (0,047)212

2x + 2y + 2z - 2(0,047)%(32,6)t = 12 + 12 + 1% - (0,047)%(32,6)? + x* + y? + 2> - (0,047)%t?
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4x + 2y - 2(0,047)%(19,9)t = 22 + 12 - (0,047)2(19,9)? + x® + y? + 22 - (0,047)%t?
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Observamos que las cuatro ecuaciones anteriores tienen los mismos términos cuadraticos. Por tan-
to estos se eliminan si restamos la primera igualdad a las tres igualdades siguientes. De este
modo obtenemos un sistema de tres ecuaciones lineales en las cuatro variables x, y, z, t:

2x — 4y + 4z + 2(0,047)3(17,5)t =8 - 5 + (0,047)2((19,9)% - (2,4)?)
Ox - 2y + 2z - 2(0,047)2(12,7)t = 3 - 5 + (0,047)2((19,9)? - (32,6)2)
2x - 2y + 0z + 2(0,047)2(0)t = 5 - 5 + (0,047)2((19,9)2 - (19,9)2).

Dado que estas tres ecuaciones se obtuvieron de las cuatro primeras, resulta que si (x, y, 2)
denota la posicion del barco en tiempo t, entonces (x, y, z, t) tiene que ser también solucion del
sistema lineal de ecuaciones anterior. Este tiene matriz asociada:

2 -4 4 0,077 3,86
0-22 -0,056 -3,47
2-20 0 0

Un sistema de tres ecuaciones lineales en cuatro variables tiene una recta de soluciones, entre
las cuales figuran las de nuestro barco. Este sistema lineal es equivalente, por medio de opera-
ciones elementales, al correspondiente a la matriz:

1 00 0,095 5,41
01 0 0,095 5,41
001 0,067 3,67

que permite expresar las soluciones en la forma:

X =5,41 - 0,095t
y = 5,41 - 0,095¢
z=13,67 - 0,067t

donde t es un parametro libre.

Recordemos que las coordenadas buscadas son también solucién de la ecuacién (27). Reempla-
zando estas soluciones del sistema lineal en (27) obtenemos el polinomio de grado dos:

0,02t> - 1,88t + 43,56 = 0.
Este tiene dos raices reales: 43,1y 50,0. Si escogiéramos t = 43,1, obtendriamos (del sistema line-
al), la solucién (x, y, z) = ((1,317), (1,317), (0,79)). Pero ésta tiene longitud aproximadamente 2

veces la unidad (duplica el radio de la tierra), y por tanto no representa un punto en la superficie.

En cambio para t = 50 obtenemos (x, y, z) = ((0,667), (0,667), (0,332)), con longitud 0,99997.
Esta sera la respuesta del sistema GPS.
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Este ejemplo supone la exactitud de los datos, mientras que GPS tiene que tratar con datos rea-
les, susceptibles de errores. Estos errores provienen de los relojes internos, tanto de satélites como
de receptor, y también se originan cuando la sefial atraviesa la ionosfera.

Ya con dos receptores, uno de ellos fijos (GPS diferencial), se controlan estos errores y se mejo-
ra la fidelidad. Uno de los retos mateméaticos aparece al considerar toda una red de receptores en
contacto con satélites.

El sistema GPS mide distancias contando longitudes de ondas entre el satélite y el receptor. Esta
cantidad tiene una parte entera mas una fraccion. El dato de interés es la parte entera. Si se tra-
ta de una red con 100 receptores se obtiene un vector con 100 coordenadas cuyas partes ente-
ras se quiere determinar de manera simultanea. Se trata de hallar la distancia de un vector a una
red de puntos. Es un problema de minimos cuadrados: de minimizar

(x-x)A(x-x)) x€EZ"

Esto es simple cuando A es diagonal, porque no se mezclan las variables; y el reto esta en el tra-
tamiento del caso general.

Las técnicas con las que se aborda el problema es a través de cambios de la forma Z7AZ, con Z
matriz invertible en los enteros, y el estudio de los pivotes que aparecen por este tipo de cambio.
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